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摘要

摘要

程序自动生成的目标是根据用户对实际问题的描述，自动生成可以求解该问题的

计算机程序。组合优化问题求解的目标是找到决策变量的赋值，满足所有约束关系且

目标函数的值最优。如何高效求解组合优化问题一直是人工智能领域的重要问题。本

文试图针对组合优化问题给出有效的程序自动生成方法，主要创新性工作包括：

第一，提出组合优化问题自动求解新方法，包括组合优化问题描述语言 COPDL
的设计和基于 COPDL的求解程序自动生成工具 COPDL2C 的设计与实现。相比于传
统求解器的针对问题实例求解，本文提出了一种针对整类问题求解的新方法。

第二，提出自动静态分析问题性质的方法，并根据问题性质在求解程序中自动加

入搜索剪枝和动态规划优化以提高求解效率。在 COPDL2C 的基础上自动设计并实现

相应的搜索剪枝和动态规划优化，大幅提高了求解程序的执行效率。

第三，建立包含 輴輰 个用自然语言描述的组合优化问题及其测试数据的数据集，
并在此数据集上设计实现基于模板规则和基于框架的将自然语言问题描述自动转换为

COPDL描述的方法——NL2COPDL。将 NL2COPDL与 COPDL2C相连接，实现了在

自建的数据集上由自然语言描述问题自动生成其求解程序的系统。

第四，基于 COPDL2C设计开发问题建模训练平台 COPDLOpenJudge，用于提升
程序员的培养效率。NL2COPDL和 COPDL2C两个工具将从问题的自然语言描述到生

成问题求解程序的过程自然地分成问题建模和模型求解两个阶段。实验表明这样的任

务分解可以使学生提振信心并提升学习效率。

综上所述，本文以组合优化问题求解程序的自动生成作为研究目标，调查研究了

组合优化问题自动求解和程序自动生成的最新进展和面临的主要问题，分析了组合

优化问题求解程序自动生成中的挑战和重点，提出了一种区别于传统的约束求解器

的求解程序自动生成新方法，解决了关键挑战并实现了几个相应的软件工具，包括

（1）组合优化问题描述语言 COPDL及求解程序生成工具 COPDL2C；（2）自然语言到
COPDL的自动转换工具 NL2COPDL；（3）问题建模训练平台 COPDLOpenJudge（已

经应用于实际教学中）。论文工作成果不仅可以作为组合优化问题求解程序的自动生

成的软件工具，还可以作为辅助教学工具被应用到程序员的培养中。

未来工作可向两个方向推进：一是扩展 COPDL 和优化 COPDL2C 以支持对更多

问题的高效求解；二是引入最新自然语言理解研究成果，扩大 NL2COPDL 的适用范

围。

关键词：组合优化问题，求解程序自动生成，求解程序自动优化，问题模型描述语言，
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问题建模训练工具
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ABSTRACT

Research of Key Technologies in Program Synthesis for

Combinatorial Optimization Problems

Shu Lin (Computer Software and Theory)
Directed by Prof. Wenxin Li

ABSTRACT

The goal of program synthesis is to automatically generate a computer program for solving
a practical problem described by the user. The goal of combinatorial optimization problem
solving is to find an assignment to all decision variables, so that all the constraints are satisfied
and the value of the objective function is optimal. How to solve combinatorial optimization
problems efficiently is an important topic in artificial intelligence. This thesis proposes an
effective program synthesis method for solving combinatorial optimization problems. The
major innovations of this thesis are:

輱輮 轔轨轩轳 轴轨轥轳轩轳 轰轲软轰软轳轥轳 轡 轮轥轷 轡轰轰轲软轡轣轨 车软轲 轡轵轴软轭轡轴轩轣轡转转轹 轳软转轶轩轮轧 轣软轭轢轩轮轡轴软轲轩轡转
软轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮 轰轲软轢转轥轭轳輬 轩轮轣转轵轤轩轮轧 轴轨轥 轤轥轳轩轧轮 软车 轡 轣软轭轢轩轮轡轴软轲轩轡转 软轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮 轰轲软轢转轥轭
轤轥轳轣轲轩轰轴轩软轮 转轡轮轧轵轡轧轥 COPDL輬 轡轮轤 轴轨轥 轤轥轳轩轧轮 轡轮轤 轩轭轰转轥轭轥轮轴轡轴轩软轮 软车 轡 轳软转轶轩轮轧 轰轲软轧轲轡轭
轳轹轮轴轨轥轳轩轳 轴软软转 COPDL2C 轢轡轳轥轤 软轮 COPDL輮 Compared with traditional solvers which focus
on solving an instance of a problem, the new approach proposed by this thesis focuses on
solving the whole class of a problem.
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软车 轳软转轶轩轮轧輮 In addition to the original COPDL2C, this method automatically designs and
implements the corresponding branch pruning and dynamic programming optimizations, so
that the efficiency of a solving program can be significantly improved.
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轮轡轴轵轲轡转 转轡轮轧轵轡轧轥輭COPDL 轡轵轴软轭轡轴轩轣 轴轲轡轮轳转轡轴轩软轮 轭轥轴轨软轤輖NL2COPDL輖车软轲 轴轨轩轳 轤轡轴轡轳轥轴輬
轷轨轩轣轨 轩轳 轢轡轳轥轤 软轮 轴轥轭轰转轡轴轥轳 轡轮轤 轲轵转轥轳輬 轡轳 轷轥转转 轡轳 轳轫轥轴轣轨轥轳輮 Combining NL2COPDL and
COPDL2C, each problem in this dataset can be translated from its natural language description
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into a correct solving program.
輴輮 轔轨轩轳 轴轨轥轳轩轳 轤轥轳轩轧轮轳 轡轮轤 轤轥轶轥转软轰轳 轡 轰轲软轢转轥轭 轭软轤轥转轩轮轧 轴轲轡轩轮轩轮轧 轳轹轳轴轥轭 COPDLOpen-

Judge 轢轡轳轥轤 软轮 COPDL2C輬 轷轨轩轣轨 轩轳 轵轳轥轤 车软轲 轩轭轰轲软轶轩轮轧 轴轨轥 轥輞轣轩轥轮轣轹 软车 轴轲轡轩轮轩轮轧 轰轲软輭
轧轲轡轭轭轥轲轳輮 The whole solving process from understanding the natural language description
of the problem to implementing the solving program can be naturally divided into two stages
by NL2COPDL and COPDL2C: the problem modeling stage and the model solving stage. The
experiment results show that such task division can enhance students’ confidence and improve
learning efficiency.

轉轮 轣软轮轣转轵轳轩软轮, this thesis selects combinatorial optimization problems as the research
object, investigates the research progress and major problems of both combinatorial opti-
mization problem solving and program synthesis, analyzes the challenges and key points of
program synthesis for combinatorial optimization problems, and proposes a new approach for
solving problem synthesis, which differs from traditional combinatorial optimization problem
solvers. This approach tackles the major challenges and derives several software tools, includ-
ing (1) a combinatorial optimization problem description language COPDL and the solving
program synthesis tool COPDL2C; (2) a natural language-COPDL automatic translation tool
NL2COPDL; (3) a problem modeling training platform COPDLOpenJudge (has already been
applied to teaching practical courses). The products of this thesis are not only software tools
for automatically generating solving programs for combinatorial optimization problems, but
also aided educating tools for training programmers.

In the future, the research can be further improved in two aspects: first, extendingCOPDL

and optimizing COPDL2C in order to efficiently solve more problems; second, extending
the application scope of NL2COPDL by applying the state-of-the-art technologies of natural
language understanding.

轋轅轙轗轏轒轄轓輺 Combinatorial optimization problem, automatic solving program synthesis,
automatic solving program optimization, problem model description language, problem mod-
eling training tool
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第一章 引言

第一章 引言

程序自动生成技术起源于人工智能，兴起于软件工程，它很好地结合了这两个领

域的相关知识和技术。程序自动生成的目标是根据用户对实际问题的描述，自动生成

可以求解该问题的计算机程序。本文选定组合优化问题作为研究对象，试图针对这类

问题给出一种高效的求解程序自动生成方法。

组合优化问题是人工智能领域的经典问题，可用组合优化约束模型（combinatorial
optimization constraint model）进行准确描述。这类问题广泛存在于各种管理、规划相
关的实际问题或理论计算中，例如寄存器分配问题、旅行商问题、组合拍卖的赢家确

定问题、绿色物流规划问题、地下水流速估计问题、基因组映射问题等等。

本章首先概述了程序自动生成和组合优化问题求解这两个与本文密切相关的领域

的背景知识。接着，引出本文的研究主题——基于组合优化约束模型的程序自动生成

问题，并分析阐述其研究意义和难点。最后，介绍本文的组织结构和各章节内容。

輱輮輱 程序自动生成概述

程序自动生成（program synthesis），通俗来说，就是用户向计算机描述待求解的
问题，而计算机需要自动生成能够求解该问题的程序（Basin et al 2004）。一般来说，
用户使用抽象层次更高的描述方法，比如输入-输出样例对、形式化的数学语言、图
表、甚至是自然语言等（Gulwani 2010b），而计算机根据用户给出的输入自动产生抽
象层次更低、或者优化过的机器可理解的表达形式（如程序、测试数据、规格说明

等）。

輱輮輱輮輱 程序自动生成的定义

Bodik et al（2012）给出了一种形式化的程序自动生成定义：找到一个程序 𝑃满足

式 (1.1)。
∃𝑃.∀𝑥.Φ(𝑥, 𝑃(𝑥)) (1.1)

其中 𝑃(𝑥) 为程序 𝑃 在输入 𝑥 下的输出，Φ为用户给定的输入和输出之间需要满足的

关系，即问题的规范化说明；𝑥为问题中的变量。

一个程序自动生成技术，至少要满足以下两个条件之一，才是有实际应用价值

的：

• 提高生产率：用户使用 Φ描述问题比直接编写 𝑃更快；
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• 保证正确性：验证 Φ的正确性比验证 𝑃的正确性更容易。

此外，也有不少人认为，程序自动生成实际上是一种广义的自动定理证明（Bodik
et al 2012）：即将程序自动生成的过程，视为证明给定命题是否存在合法的解的过程，
而证明的方式，就是找到一种合法解的构造方法，而这个构造方法即为程序。这种思

想可以形式化描述为证明命题 1.2是否为真。

∀𝑥.∃𝑦.Φ(𝑥, 𝑦) (1.2)

其中Φ和 𝑥的含义同前述，𝑦为问题的一个合法解。而构造合法解 𝑦的过程，即为 𝑃。

随着研究的不断深入以及程序自动生成技术的不断进步，许多程序自动生成技术

被应用到了其他领域。程序自动生成，从广义上说，从程序的自动生成，扩展到所有

利用了与程序自动生成技术相似的技术的其他计算机输出内容的自动生成，例如数学

试题（Alvin et al 2014）、图表（Cheema et al 2012）。

輱輮輱輮輲 程序自动生成的发展历史

程序自动生成的发展历史可分为早期、中期、以及现代三个阶段。

輱輮輱輮輲輮輱 早期

对程序自动生成技术的研究可以一直追溯到二十世纪五六十年代。

1957 年，阿隆佐·邱奇（Alonzo Church）定义并研究了一类根据数学约束产生电
路的问题（Church 1957）。虽然这项工作的目标是生成电路而非程序，但它仍然被视
为程序自动生成领域最初的研究之一。正因为如此，一些研究者也将程序自动生成称

为“邱奇问题”。

随着人工智能的兴起，以冯·诺依曼为代表的研究者们，就开始尝试运用人工智能
领域的一些与自动定理证明相关的理论和技术，来搭建一种能够对给定的数学问题，

自动生成针对性的求解程序的系统（von Neumann 1956）。在人工智能领域中，这类系
统被称为“自动化程序员（automatic programmer）”。这些研究主要围绕于如何建立完
整的程序设计理论，并将其与现有的数学理论，或者相对已经成熟的自动机理论联系

起来。因此，这一段时期的程序自动生成方法，主要有两大类：

• 演绎式综合方法：起源于人工智能领域的自动定理证明，该方法将程序自动生
成的过程视为对命题的证明，而证明过程即为目标程序（G. Robinson et al 1968，
J. A. Robinson 1966）。

• 基于自动机的综合方法：一种程序化综合方法，首先将约束条件转化为自动机，
然后利用自动机理论进行合并化简，最后根据规则将简化后的自动机翻译为目

标程序（Church 1962，von Neumann 1956）。
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然而，受到计算机硬件资源等各种因素的限制，这些研究基本停留在理论上，使

用的各种数学方法虽然正确，但效率较低。对于当时的计算机使用者来说，程序自动

生成技术并不能起到太多的帮助，因此很少有成功的应用系统。

輱輮輱輮輲輮輲 中期

二十世纪七十年代前后，计算机技术快速发展，计算机应用也日益普及。由于计

算机软件的规模越来越大，而传统的软件开发技术并没有重大突破，使得软件质量差，

生产效率低，造成了重大的“软件危机”，也直接导致了软件工程学科的兴起。

为了解决在大型软件开发过程中遇到的种种问题，对于程序自动生成技术的研究

在八十年代末期又重新活跃了起来。在软件工程中，程序自动生成及其相关技术被运

用于各种软件开发辅助工具的研制，包括：

• 程序错误定位和修复（Caballero et al 2007，Shapiro 1982）；
• 字符串处理操作（Gulwani 2010a，Lau et al 2003）
• 多线程垃圾回收处理（Vechev、Yahav、Bacon 2006，Vechev、Yahav、Bacon、
Rinetzky 2007）。

与上一时期以抽象的数学问题为问题域不同的是，在以实际问题，特别是以软件

问题为问题域的时候，需要考虑的情况以及演绎推理时使用的规则就少了很多。再

加上计算机硬件性能的迅速提升，使得将程序自动生成技术用于实际应用系统成为可

能。

在这一段时期内，各种程序自动生成方法不断涌现并快速发展：基于理论自动机

的综合方法被进一步完善，并应用于一些实际问题（Büchi et al 1969）；演绎式综合方
法在原有基础上，通过引入一些强有力的启发函数，大幅度提高了程序自动生成的效

率（Manna、Waldinger 1980，Manna、Waldinger et al 1992）。

值得一提的是，现代高抽象层次的程序语言的发展，也被认为是程序自动生成的

一种研究方向。

輱輮輱輮輲輮輳 现状

随着布尔可满足性求解器（Davis et al 1962）和可满足性模块理论求解器（Bryant
et al 2001）的广泛应用，出现了将实际问题转化为布尔可满足性问题，然后利用相应
的求解器（有关这两类求解器的详细描述分别参见第 1.2.2.2节和第 1.2.2.3节）完成程
序自动生成的思路（Solar-Lezama 2008）；间接利用求解器的求解器辅助综合方法也逐
渐开始兴起（Torlak et al 2014）。

2013 年，一种基于语法指导的程序自动生成（Syntax-guided Synthesis，SyGuS）
统一框架被提出（Alur、Bodik et al 2013），吸引了来自国内外不同研究机构的研究者
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图 1.1 对手绘几何图形的自动识别和美化系统

的关注。不过，大部分可用的算法只能针对简单程序片段（例如单个表达式）进行综

自动生成（Alur、Singh et al 2018，Becker et al 2015，W. Lee et al 2018）。2015 年，
Volkstorf（2015）提出了用公理证明的方法自动生成 PHP语言程序思路，在求解诸如
判断质数、因数分解等简单数学问题取得一定的成功。

在归纳式综合方法（也称示例编程）的研究中，Polozov et al（2015）设计了一种
程序空间表示方法 VSA（version space algebra），并在其基础上设计了归纳式的程序自
动生成框架 FlashMeta。Ji et al（2020）在 FlashMeta的基础上进入概率模型，使得综
合效率得到极大提升。DeepCoder将深度学习用在基于输入输出样例对的程序自动生
成任务中，能够从已有其他程序中挑选代码片段并组合成程序，但目前仅在短程序（5
行以内）的自动生成上有少量的成果（Balog et al 2017）。

随着研究的不断深入，一些研究者发现，在问题域不具有特殊性的情况下，现有

的程序自动生成方法已经很难突破目前的理论框架，几乎无法进一步提高效率。因此，

部分研究者将自己的研究范围缩小到一个特定领域的特定问题域上，从而通过利用领

域知识以及研究者自身对该领域问题的求解经验，根据问题域特点选择最适合的程序

自动生成技术，搭建出更成功的应用系统（Gulwani、Jha et al 2011，Le et al 2013，
Singh et al 2012）。

与此同时，程序自动生成的概念，也已经不再仅仅局限于程序（特指可执行代码

片段）的自动生成，而是扩展到了任何可以利用程序自动生成技术实现的计算机输出

内容的自动生成，例如图 1.1所示的对手绘几何图形的美化（Cheema et al 2012）。

輱輮輱輮輳 程序自动生成的研究方向

程序自动生成技术起源于人工智能，兴起于软件工程，它很好地结合了这两个领

域的相关知识和技术。在 2012 年 ACM Computing Classification System （CCS）（见
https://www.acm.org/about/class/2012/）中，程序自动生成技术分别出现在软件

类下的编程技术类中，以及计算方法学类下的人工智能类中。

程序自动生成技术在两个领域中的研究侧重点并不完全相同。在软件工程中，对

4
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程序自动生成的研究着重于对描述语言的设计及完备性验证（Gulwani、Korthikanti et
al 2011）、利用输出程序语言的特性进行优化和验证（Kuncak et al 2010）等方面，其目
标用户群主要为软件开发工程师；而在人工智能领域中，则偏重于利用问题域的性质，

对产生的程序细节进行优化，其目标用户群主要为非计算机专业的普通用户（Ahmed
et al 2013，Alvin et al 2014）。

此外，在人机交互领域的研究中，程序自动生成技术也被应用于一些图表等非文

本化内容的自动生成（Cheema et al 2012）。

輱輮輱輮輴 现有程序自动生成研究与本文研究的关系

现有的程序自动生成相关研究已经能够自动产生求解程序解决许多实际问题。然

而，面对组合优化问题，现有方法并不适用。主要原因包括：

• 模型描述复杂：组合优化问题约束形式多样，没有固定模式，不容易进行自动
分析。

• 算法设计复杂：组合优化问题的求解算法复杂，而许多现有程序自动生成技
术和系统并不需要自动设计或优化算法，在用户没有额外指定求解方法的情况

下，并不能很好地实现此类问题的自动求解。

• 程序实现复杂：组合优化问题的求解程序相对较长，程序空间大，而现有程
序自动生成技术和系统基本只能在较小程序空间上实现对简单代码段的自动生

成。

而本文专注于研究针对组合优化问题的程序自动生成方法。

輱輮輲 组合优化约束求解概述

约束求解（constraint solving），是针对给定的由一系列约束定义的约束模型，在
庞大的搜索空间中找到一组变量赋值，使得所有约束均被满足且最大化目标函数值的

过程。组合优化约束求解则是将问题进一步限定为组合问题，并在此限制下完成上述

求解过程。在组合优化约束求解领域的研究中，通常先将问题抽象成一个组合优化约

束模型，然后基于搜索等算法框架，探究如何引入新的优化策略提高求解效率。

輱輮輲輮輱 组合优化约束模型概述

组合优化约束模型（combinatorial optimization constraint model或 combinatorial op-
timization constrained model）是通过变量及变量间约束关系来形式化描述某个实际问
题的一种数学模型，一般用于求解问题的可行解或最（较）优解。使用计算机求解

实际问题时，一般需要先对问题建立组合优化约束模型，再使用求解算法得到目标
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解。组合优化约束模型可广泛应用于各种管理、规划相关的实际问题或理论计算中

（Gonzalez et al 2014，Papadimitriou et al 2000），如：

• 寄寄寄存存存器器器分分分配配配问问问题题题（Lozano et al 2016）：将大量的程序变量合理分配给少量寄存

器，以提高程序执行效率。

• 旅旅旅行行行商商商问问问题题题（Applegate et al 2011）：给定城市列表和城市间距离，找到一条回

路访问每座城市恰好一次并返回起点，使得移动路线最短。

• 组组组合合合拍拍拍卖卖卖的的的赢赢赢家家家确确确定定定问问问题题题（Sandholm et al 2002）：给定拍卖中的出价集合，将

各拍卖品合理分配给出价者，使得拍卖者的收益最大化。

• 绿绿绿色色色物物物流流流规规规划划划问问问题题题（Sbihi et al 2010）：根据供需关系、运输能力等，合理规划

物流活动中的运输、存储、配送等环节，降低物流成本，同时通过降低能源消

耗和废物排放来减少对环境的污染。

• 地地地下下下水水水流流流速速速估估估计计计问问问题题题（Hobe et al 2018）：给定地下水道网络结构，水流入口和

出口等信息，估计每段区间水流的流速。

• 基基基因因因组组组映映映射射射问问问题题题（Blazewicz et al 2005）：给定一组基因片段及它们之间的距离

约束，要求在一段 DNA序列中定位这些基因片段。

相比于一般的约束模型，组合优化约束模型额外限定了问题必须是组合问题，即

变量数量有限且各变量取值范围有限——换言之，问题的搜索空间是有限的。这一限

制为设计和实现通用的自动求解工具提供了可能。

輱輮輲輮輱輮輱 组合优化约束模型的定义

组合优化约束模型M 一般包含以下几个要素：
• 若干个参数变量 A = {𝑎1, 𝑎2, . . .}，变量值由问题实例确定；
• 若干个决策变量 V = {𝑣1, 𝑣2, . . .}，变量定义域为有限集，变量值需要通过求解
获得；

• 若干个约束关系 R = {𝑟1(A,V), 𝑟2(A,V), . . .}，定义了变量值需要满足的条
件；

• 零个或一个目标函数 𝑂 (A,V)，用于比较不同可行解的优劣。
求解组合优化约束模型，就是在给定参数变量值的条件下，找到一组决策变量的赋值，

在满足所有约束关系的同时，尽可能优化目标函数的值。其中，如果没有指定目标函

数（或者认为目标函数值恒为常数 𝑂 ≡ 𝐶），那么求解该模型只需找到一组可行解即
可，即该模型对应一个约束满足问题（constraint satisfaction problem，CSP）；否则，该
模型对应一个组合优化问题（combinatorial optimization problem，COP）。因此，本文
将约束满足问题视为组合优化问题的一个子集，不做特殊区分。

使用组合优化约束模型描述问题，对问题求解有诸多好处：
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• 通过问题抽象，忽略与问题求解无关的干扰内容（如背景故事、事物名称等），
问题描述得以简化，变量之间的关系也更清晰。

例如，社交网络里包含大量人名、消息等信息，若将每个人抽象成一个点，将

有用的关系抽象成边，可以便于进一步分析和处理。

• 使用数学语言形式化描述变量之间的关系后，可以方便地利用各种数学定理和
公式进行手工计算和证明。

例如，对于立体几何问题，建立空间坐标系并采用向量的形式对其进行描述，

可以充分利用与向量有关的定理对其进行求解。

• 约束模型容易表示成能够被计算机理解的描述形式，从而可以充分利用自动求
解工具对其进行求解。

相对于自然语言，约束模型使用的语法规则和要素更少更严格，使得模型容易

被计算机自动解析的同时，不存在二义性，从而计算机对模型的理解与用户保

持一致。

輱輮輲輮輱輮輲 组合优化约束模型的应用局限性

随着计算机性能的提升以及算法的发展，人们越来越依赖于使用计算机来求解问

题。组合优化约束模型作为人类与计算机沟通的桥梁之一，对问题建立组合优化约束

模型能力显得越发重要。

然而，在实践中经常可以发现，对同一问题的不同约束模型，使用同样的求解算

法进行求解，效率可能大相径庭。换言之，约束模型设计的好坏，往往是能否最终被

高效求解的决定性原因之一。

要设计出好的组合优化约束模型，建模者一般需要具备以下知识：

• 对实际问题本身有正确的认识。
建模者需要正确理解问题所有细节，不遗漏任何一个关键的约束条件。

• 对该领域的知识有一定的了解。
例如，对与图有关的问题建模，需要知道图论中的基本概念和表示方法。

• 对求解算法有一定的了解。
例如，对于基于搜索的求解算法，若能够在模型中根据搜索的顺序合理安排各

变量和约束的顺序，可以使得求解算法优先处理更有可能存在最优解的分支，

从而更快找到目标解。

尤其是作为专家知识的后两点要求，对于普通用户来说掌握难度较大。

现有的组合优化约束模型相关研究主要集中在如何对通用求解算法进行优化，缺

乏对模型的分析和模型特性的挖掘，导致模型的好坏直接影响求解算法的效率。建

模者只有对求解算法有一定了解，才能设计出较好的模型，这无形中提高了用户的门
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槛。

輱輮輲輮輲 组合优化问题自动求解算法

1970 年代以来，研究者们设计并实现了许多约束求解器（constraint solver），用
于求解通用组合优化问题。同时，软件工程领域的研究者也尝试引入布尔可满足性求

解器（satisfiability solver，简称 SAT solver）和可满足性模理论求解器（satisfiability
modulo theories solver，简称 SMT solver）来完成类型推导、程序正确性验证、基于符
号执行的软件测试、基于搜索的程序片段生成等工作。

輱輮輲輮輲輮輱 约束求解器

自动化的约束求解方法是人工智能领域的一个重要研究方向。

1972 年，Waltz（1972）在其博士论文中提出并实现了一种算法，能够根据二维
图像和阴影信息来还原一个三维图像结构。该算法中的核心技术约束传播，后来被

Mackworth（1977）泛化为弧一致性（AC-3）算法，成为约束求解的关键技术之一。
二十世纪七十年代中后期，关于约束求解搜索技术的研究开始兴起。初期的研究主

要采用反向树搜索算法，在此基础上，后来又发展出了各种变体（Gaschnig 1977a,b、
1979），形成了一套完整的回溯搜索技术。约束传播和回溯搜索是所有穷尽式求解算
法的关键技术，目前主流求解器的核心算法采用的依然是这两种技术的融合：以回

溯搜索方式遍历搜索空间，各结点展开时应用约束传播减少分支数（Chu et al 2012，
Perron et al 2019，Schulte et al 2006）。

二十世纪八十年代，局部搜索被引入约束求解，成为一种用于提高搜索效率的优

化策略。局部搜索是非穷尽式的搜索算法，其主要基于一些启发式的近似算法，例如

爬山法、模拟退火、遗传算法等（Hoos et al 2004，Hromkovic 2010）。

关键技术：约束求解算法使用的关键技术包括：

• 回溯搜索：在搜索过程中，若当前的部分变量赋值会使得某个约束无法满足，
则撤销对其中某个变量的赋值。图 1.2展示了回溯搜索的伪代码。回溯搜索一
般可分为时间顺序回溯（只能撤销最近的变量赋值）和非时间顺序回溯（可以

根据冲突原因撤销任意变量赋值）。此外，确定搜索顺序（包括变量顺序和赋

值顺序）可以采用不同的启发式策略，比如，由此也产生了许多不同的回溯搜

索变体（Gaschnig 1977a,b、1979）。
• 约束传播：在搜索过程中，将当前的部分变量赋值代入约束并化简，以此来减
少未赋值变量的合法取值范围。约束传播的核心思想是约束的局部相容性，根

据参与变量的数量可分为结点相容（一元约束），弧相容（二元约束），路径相

容（多元约束）等（Mackworth 1977）。
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输入輺组合优化问题模型M，当前变量赋值集合 𝐴̂

输出輺使得M 成立的变量赋值 𝐴，或者 “NoSolution”
輱 轆轵轮轣轴轩软轮 Backtracking (M, 𝐴̂)輺
輲 轩车 𝐴̂对所有变量赋值 轴轨轥轮
輳 轲轥轴轵轲轮 𝐴̂;
輴 轥轮轤
輵 𝑣←启发式选择一个未赋值变量（根据模型M 和当前变量赋值集合 𝐴̂）;
輶 车软轲轥轡轣轨 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 ∈ 𝑣的定义域 轤软
輷 轩车 𝑣 = 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒与 𝐴̂在M 中不会产生矛盾 轴轨轥轮
輸 𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ← Backtracking (M, 𝐴̂ ∪ {𝑣 = 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒});
輹 轩车 𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ≠ NoSolution 轴轨轥轮

輱輰 轲轥轴轵轲轮 𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡;
輱輱 轥轮轤
輱輲 轥轮轤
輱輳 轥轮轤
輱輴 轲轥轴轵轲轮 NoSolution;

图 1.2 回溯搜索算法伪代码

• 局部搜索：局部搜索是从一个完全的变量赋值出发，每一步尝试通过改变少量
变量的赋值来减少冲突，不断迭代直至找到可行解。局部搜索一般比回溯搜索

的求解效率高，但它是非穷尽式的搜索，是一种近似算法，在可行解很稀疏的

问题中不一定能找到解，因此往往作为回溯搜索中的一种优化策略（Hoos et al
2004，Hromkovic 2010）。

主流约束求解器基本结构：约束求解器的结构一般都比较复杂，不同求解器的具

体内部实现也不尽相同。不过，由于约束求解器均是基于上述三种关键的约束求解技

术，故一般包含如下几个部分：模型处理，变量模块，约束传播器，搜索分支器，搜

索引擎，以及求解器内核。以目前最常用的 Gecode（Schulte et al 2006）为例，其内部
结构表现为图 1.3。其中各模块功能为：

• 模型处理：对输入的模型进行编译，转化为内部表示。该模块的主要任务是将
模型中的变量和约束提取出来交给相应的变量子模块，并将搜索参数传递给搜

索引擎。

• 变量模块：每个子模块处理一种类型变量的范围推导、约束变形等。
• 约束传播器：实现约束传播技术：在搜索过程中，根据约束中的矛盾，缩小变
量范围。约束传播器根据参与约束的变量数量，可分为一元、二元、多元、混

合等不同类型的约束传播器。

• 搜索分支器：确定搜索顺序：根据特定策略改变搜索顺序，构建搜索树。常用
的有改变变量顺序的变量选择器，改变变量值搜索顺序（增序、降序、二分等）

9
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问题描述+实例
模型处理

Gecode内部结构

搜索引擎
基于搜索空间的搜索
深度优先搜索
分支限界搜索

……

约束传播器
一元约束传播器
二元约束传播器
多元约束传播器
混合约束传播器

……

搜索分支器
变量选择器
赋值选择器

等值状态处理器
对称状态处理器

……

变量模块
整数类型模块
集合类型模块
实数类型模块

…… Gecode

内核

最优解

图 1.3 Gecode内部实现结构

的赋值选择器，用于合并等价状态的等值状态处理器和对称状态处理器等。

• 搜索引擎：实现具体的搜索技术。常用的搜索策略包括：深度优先搜索、广度
优先搜索、迭代加深搜索等。此外，搜索引擎内也提供了对各种通用优化策略

（包括局部搜索）的支持，用户可以通过设置搜索参数来控制是否应用这些策

略。

• 轇轥轣软轤轥内核：提供基本功能，同时，在求解过程中，通过变量模块生成和更新
搜索树，并调用搜索引擎实现对搜索树的搜索。

常见通用优化：在约束求解技术的基本框架上，为了提高求解效率，研究者们提

出了许多通用的优化策略来避免或减少求解过程中的冗余搜索。每种优化策略都会对

某一类具有特定性质问题的求解上起到较为显著的优化效果，但也可能引入额外的时

间和资源开销影响求解效率。用户可以通过手动设置搜索参数来控制这些策略的应用

与否。一些典型的优化策略包括：

• 缓存技术通过存储搜索状态来避免相同状态被重复计算（B. M. Smith 2005）。
• 对称求解和子问题支配技术分别分析不同状态之间的等价性和支配关系，以减
少无用的状态探索（Chu et al 2012，Gent et al 2006）。

• 问题分解技术根据变量赋值情况，将原问题分解成不相关的子问题，从而可以
独立求解各子问题，最后再组合成完整的解（Kitching et al 2007）。

• 惰性语句生成技术从搜索过程中遇到的冲突中发现新的约束条件，以减少搜索
空间（Ohrimenko et al 2009）。
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常见约束求解器：各种约束求解器在学术界主要用于教学和研究，同时也在工业

界用于求解一些实际问题，包括程序验证，智能网格管理、时间安排、任务规划、路

线导航等。目前较为活跃的约束求解器有（大致按照诞生时间从早到晚排序）：

• 轇轥轣软轤轥：C++ 语言的一套开源工具库（Schulte et al 2006），官方网址 https:
//www.gecode.org/。

• 轓轉轃轓轴轵轳 轐轲软转软轧：目前最先进的 Prolog开发环境，采用了高性能的 Prolog求解
引擎（Carlsson et al 2010），官方网址 https://sicstus.sics.se/。

• 轣轨轵輛轥轤：最先进的基于惰性从句生成的求解器（Chu et al 2012），官方网址 ht
tps://github.com/chuffed/chuffed。

• 轊轡轃软轐：由 Java语言实现的约束求解器（Kuchcinski et al 2013），官方网址 ht
tps://sourceforge.net/projects/jacop-solver/。

• 轙轵轣轫：由 Scala语言实现的局部搜索求解器（Bjordal et al 2015），官方网址 ht
tps://github.com/informarte/yuck/。

• 轃轨软轣软輭轳软转轶轥轲：Java语言的一套约束求解工具库（Choco-solver dev team 2021），
官方网址 https://choco-solver.org/。

• 轏轒輭轴软软转轳：由 Google公司开发的运筹学开源研究工具（Perron et al 2019），官
方网址 https://developers.google.com/optimization/。

輱輮輲輮輲輮輲 布尔可满足性求解器

布尔可满足性求解器是用于求解布尔可满足性问题的一类工具，较为著名的有：

• 轇轒轁轓轐 实现了一种通用的搜索求解算法（Marques-Silva、Sakallah 1999），官
方网址 http://vlsicad.eecs.umich.edu/BK/Slots/cache/sat.inesc.pt/~

jpms/grasp/。

• 轺轃轨轡輛 实现了布尔可满足性求解算法 Chaff（Mahajan et al 2004，Moskewicz et
al 2001），官方网址 https://www.princeton.edu/~chaff/。

• 轍轩轮轩轓轁轔是极简的开源求解器，旨在帮助引导研究者或开发者从事布尔可满足
性问题求解的研究或开发工作（Een 2005），官方网址 https://minisat.se/。

布尔可满足性问题是为每个布尔变量赋值为“𝑇𝑅𝑈𝐸”或 “𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸”，使得给定布尔
公式的值为“𝑇𝑅𝑈𝐸”。它是第一个被证明是 NP完全的问题（Cook 1971）。布尔可满足
性求解器采用的主要求解算法是 DPLL（Davis-Putnam-Logemann-Loveland）算法，伪
代码如图 1.4所示。DPLL算法（Davis et al 1962）是一个完全的、基于回溯的搜索算
法。该算法能够针对给定的合取范式（CNF）形式表示的约束，找到一组满足约束的
变量赋值。该算法于 1961年被提出，时至今日仍是几乎所有高效的完全布尔可满足性
求解器的基础框架。
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输入輺合取范式中的从句集 Φ，当前变量赋值 𝐴̂ ⊂ 𝑉 × {𝑇𝑅𝑈𝐸, 𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸}
输出輺变量赋值函数 𝐴 : 𝑉 → {𝑇𝑅𝑈𝐸, 𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸}，使得 Φ成立

輱 轆轵轮轣轴轩软轮 DPLL (Φ, 𝐴̂)輺
輲 将 𝐴̂中的变量赋值代入 Φ中每个从句并化简;
輳 𝐴̂′← 𝐴̂∪所有只有唯一可选值变量的相应赋值;
輴 轩车 Φ中存在矛盾的子句 轴轨轥轮
輵 轲轥轴轵轲轮 𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸 ;
輶 轥轮轤
輷 轩车 𝑑𝑜𝑚( 𝐴̂) = 𝑉 轴轨轥轮
輸 输出 𝐴̂;
輹 轲轥轴轵轲轮 𝑇𝑅𝑈𝐸 ;

輱輰 轥轮轤
輱輱 𝑣←启发式选择一个未赋值变量（根据参与约束数量和重要程度等）;
輱輲 轲轥轴轵轲轮 DPLL (Φ, 𝐴̂′ ∪ {〈𝑣, 𝑇𝑅𝑈𝐸〉}) or DPLL(Φ, 𝐴̂′ ∪ {〈𝑣, 𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸〉});

图 1.4 DPLL算法伪代码

DPLL算法每一步首先将 𝐴̂中已被赋值变量的具体值代入并化简合取范式 Φ中的

每一个从句，并将只有唯一合法取值的变量的相应赋值直接加入 𝐴̂；若在此期间产生

冲突（存在一个永远为假的从句），则停止当前分支并回溯。否则，判断 𝐴̂ 是否已对

所有变量赋值，若是，将 𝐴̂作为最终的可行解输出，并结束算法。若既没有产生矛盾

也没有完成对所有变量的赋值，则启发式地选择一个未被赋值的变量 𝑣，在 𝐴̂中添加

其赋值“𝑣 = 𝑇𝑅𝑈𝐸”或“𝑣 = 𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸”，分别递归进行下一步搜索。

进入二十一世纪以来，研究者们在 DPLL算法的基础上，提出并实现了如下三类
优化技术，使得布尔可满足性求解器的求解效率迅速提高：

• 优化变量搜索顺序，即研究如何更好地选取下一个未被赋值的变量，其中较为
著名的是独立变量状态衰减和（variable state independent decaying sum，VSIDS）
技术（Moskewicz et al 2001）；

• 优化约束传播，即引入高级数据结构提高代入变量值和从句化简步骤的效率
（Een 2005，Mahajan et al 2004）；

• 使用的非时间顺序回溯（non-chronological backtracking）和从句学习（clause
learning）技术，避免重复遇到相同的冲突。冲突驱动从句学习（conflict-driven
clause learning，CDCL）布尔可满足性求解器是采用此技术的最具代表性的一
类求解器（Marques-Silva、Lynce et al 2009，Zhang et al 2001）。

布尔可满足性求解器的求解效率相对较高，然而它只能用于求解所有变量均为布

尔类型的约束满足问题。
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輱輮輲輮輲輮輳 可满足性模理论求解器

可满足性模理论求解器是用于求解可满足性模理论问题的一类工具，常用的包

括：

• 轚輳定理验证工具是由微软公司开发的开源定理验证工具（DeMoura et al 2008），
是目前使用人数最多，最稳定的求解器，官方网址 https://github.com/Z3P

rover/z3/。

• 轃轖轃輴是一套开源的定理验证工具（Barrett、Conway et al 2011）。官方网址 ht
tps://cvc4.github.io/。

• 轙轩轣轥轳 是由斯坦福国际研究院（SRI International）研究开发的形式化验证工具
（Dutertre 2014），官方网址 https://yices.csl.sri.com/。

可满足性模理论问题是在布尔逻辑的基础上，引入了以一阶逻辑形式描述的理论

（包括数学理论、数据结构理论等），因此能够比布尔可满足性问题具有更强的表达能

力，对人工智能、形式化方法领域问题的表达上更具优势（金继伟 et al 2015）。而可
满足性模理论求解器也是以布尔可满足性求解器为核心，并在其基础上加入针对各类

特殊约束形式的模理论及相应的求解算法。

可满足性模理论求解器的核心算法：现有的可满足性模理论求解器的核心算法是

DPLL(T)算法（Ganzinger et al 2004）——DPLL算法的扩展版本，并采用了冲突驱动从
句学习（CDCL）技术。DPLL(T)算法的基本步骤是：

1. 将各原子一阶逻辑公式替换为布尔变量使得问题转化为布尔可满足性问题并用
DPLL 算法求得一组可行赋值；若不存在可行赋值则证明原问题无解，结束求
解过程；

2. 用理论和相应的理论求解技术（包括线性规划、高斯消元等）计算符合各原子
公式赋值的解；若存在可行解，输出解并结束求解过程；否则将冲突作为约束

加入原问题并返回步骤 1。

可满足性模理论库：可满足性模理论库（SMT-LIB）于 2003年创建，其收集、整
理、规范了一系列在实际应用（程序验证、符号执行等）中常用的理论，包括数学理

论和计算机基本数据结构理论等，因此成为所有可满足性模理论求解器的基础和标准

（Barrett、Fontaine et al 2016）。可满足性模理论库中定义的理论主要包括如下几类：

• 核心理论：定义了基础布尔逻辑运算符（与、或、非、蕴含等）的性质。例如：
𝐴蕴含 𝐵等价于非 𝐴或 𝐵。

• 整数理论：定义了整数相关运算符（四则运算、比较运算、取绝对值等）的性
质。例如：整除操作遵循欧几里得定义，即在除数为正数时向下取整，除数为

负数时向上取整（Boute 1992）。
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• 位向量理论：定义了位运算符（按位取与、或、非、移位运算等）的性质。例
如：左移操作在不会溢出的情况下等于让原数值乘以 2。

• 实数理论：定义了实数相关运算符（四则运算、比较运算、取绝对值等）的性
质。例如：负数不存在开方根。

• 浮点数理论：定义了浮点数相关操作（无穷大、非数、舍入等）的性质，当前
采用的是 IEEE-754二进制浮点数算术标准（Brain et al 2015）。例如：0除以 0
为非数（NaN）。

• 实数整数转化理论：定义了实数整数之间转换函数的性质。例如：整数转换为
实数再转换回整数，应与原整数相等。

• 数组理论：定义了数组相关操作（存、取元素等）的性质。例如：在数组特定
位置存入数据然后立刻读取同一位置内容，将得到与存入数据相同的结果。

• 字符串理论：定义了 Unicode字符串相关运算（比较运算、判断子串等）及正
则表达式相关操作（查找、替换等）的性质。例如：字符串 𝑆 是两个字符串 𝑆

和 𝑇 连接产生字符串的一个前缀。

可满足性模理论求解器的优劣势：相比于约束求解器，可满足性模理论求解器的

优点是，如果原子公式的形式适合被某种特定的理论求解技术计算，就可以对问题进

行高效求解；但与此同时，如果没有合适的理论求解技术用于计算，可满足性模理论

求解器的求解效率就比较低，甚至完全无法求解。特别是对于优化类问题，现有的可

满足性模理论求解器仅能够处理优化目标为线性函数的情况（金继伟 et al 2015）。

輱輮輲輮輲輮輴 不同求解器的比较

本节介绍了三种类型的求解器：约束求解器，布尔可满足性（SAT）求解器，以
及可满足性模理论（SMT）求解器。表 1.1列出了这三类求解器的区别，具体来说：

• 针对问题：布尔可满足性求解器只能判定变量均为布尔类型的公式是否存在可
行解；可满足性模理论求解器则是在布尔可满足性求解器的基础上，引入一阶

逻辑及模理论，从而具备判定一阶逻辑公式可满足性的能力；约束求解器则能

够对任何使用数学约束（包括一阶逻辑公式）表示的组合优化问题进行求解，

特别是遇到缺少模理论、优化函数非线性的问题时，可满足性模理论求解器求

解效率低下甚至无法求解，而约束求解器依然能够适用。

• 核心算法：布尔可满足性求解器的核心是 DPLL算法；可满足性模理论求解器
的核心是在 DPLL算法的基础上发展出来的 DPLL(T)算法；约束求解器的核心
是用回溯搜索遍历搜索空间，并在结点展开时使用约束传播。

• 发展开端：布尔可满足性求解器的发展起源于二十世纪六十年代 DPLL算法的
提出；可满足性模理论求解器则是在进入二十一世纪后才逐渐受到研究者的重
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表 1.1 三类求解器的比较

求解器 约束求解器 SAT求解器 SMT求解器

针对问题 组合优化 布尔可满足性 一阶逻辑可满足性
核心技术 回溯搜索，约束传播 DPLL DPLL(T)
发展开端 二十世纪七十年代 二十世纪六十年代 二十一世纪初
实际应用 任务规划，科学计算 定理证明 程序验证，符号执行

视；约束求解器的研究是从二十世纪七十年代开始兴起，并逐步形成了一套完

整的求解框架。

• 实际应用：布尔可满足性求解器最初是为了完成定理证明（Cook 1971，Davis
et al 1962），后来研究者们将其引入软件工程领域并由此扩展出了可满足性模
理论求解器，用于程序验证、符号执行等（Barrett、Moura et al 2011）；约束求
解器在人工智能领域则被用于对任务规划、科学计算等问题的形式化建模和自

动求解工作中（Gonzalez et al 2014，Papadimitriou et al 2000）。

约束求解器的研究群体主要为算法理论、人工智能等方向的学者，对约束求解器

的研究从求解一般的组合优化问题的回溯搜索和约束传播技术出发，根据具体问题的

特殊性质，引入一系列搜索优化来提高求解效率，即约束求解器是沿着从一般到特殊

的路径发展的。而布尔可满足性求解器和可满足性模理论求解器的研究群体主要为软

件工程方向的学者，对这两类求解器的研究则从求解特殊问题——布尔可满足性问题

的 DPLL算法出发，不断叠加实际应用所需要的新模理论以扩大求解问题的范围，即
布尔可满足性求解器和可满足性模理论求解器是沿着从特殊到一般的路径发展的。

随着求解算法的发展和用户需求的提高，各类求解器的研究者们均开始尝试引入

其他类型求解器的技术来弥补自身的不足，以获得更好的求解效果。约束求解器将可

满足性模理论求解器的一些模理论，甚至整个求解器封装为一个子模块，用于高效求

解具有特定性质（线性规划、整数规划等）的子问题（Schulte et al 2006）；布尔可满
足性求解器和可满足性模理论求解器将约束求解器中采用的回溯搜索和约束传播等关

键技术与 DPLL和 DPLL(T)结合，提高搜索效率（De Moura et al 2008，Een 2005）。

輱輮輲輮輳 现有约束求解研究与本文研究的关系

现有的约束求解技术及系统虽然能在一定程度上有效解决组合优化问题，但在实

际应用中，约束求解器往往是作为黑盒直接作为软件系统的一个模块，这种做法会造

成额外时间和空间资源的浪费，同时也可能存在某些兼容性问题。而本文致力于研究

如何直接产生能够求解组合优化问题的轻量级程序源代码，方便用户更好地了解求解

程序的工作原理，或将该程序集成到更大的软件系统中。
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数学建模
（形式化描述）

现实问题
（自然语言）

算法设计
（伪代码）

程序编写
（计算机语言）

图 1.5 人类通过编程解决实际问题的过程

輱輮輳 基于组合优化约束模型的程序自动生成的引入和研究意义

人类通过编程解决实际问题的过程，以及在过程中表达方式的变化，一般可以表

示为图 1.5。

程序自动生成技术，往往以第二步形式化描述（极个别以第一步自然语言）为输

入，使用问题领域的相关知识对其进行理解和处理，采用一些核心的自动生成技术，

完成算法的自动设计，最后再根据目标程序的相关知识，自动生成相应的程序，从而

完成自动化程序设计。

在实际的程序自动生成应用中，作为问题形式化描述的方法有很多，其中，

• 形式化一阶谓词逻辑，高阶函数式语言等描述方式虽然对于计算机来说最容易
处理，但不易于用户理解和书写；

• 领域特定语言等描述方式的适用性比较局限，表达能力不足；
• 输入輭输出样例对，程序及程序框架等描述方式难以完备地覆盖所有逻辑，查错
难度较大；

• 非文本化数据，自然语言等描述方式具有非常好的用户体验，但可能存在二义
性，计算机正确处理的难度较大。

组合优化约束模型作为数学上常用的形式化描述方法，相较于上述描述方法，具

有诸多优势：

• 用户只需基本的数学基础即可理解和书写组合优化约束模型；
• 适用范围广，表达能力强，能够方便地描述所有约束满足问题及组合优化问
题；

• 能够抽象、完备地描述复杂的约束关系，查错难度较低；
• 无二义性，计算机可理解。

因此，将组合优化约束模型作为程序自动生成的起点和基础，用户可以较容易地向计

算机准确描述一个较为复杂的问题，计算机也能够正确理解用户意图，并将复杂的算

法和技术应用到程序自动生成中。

然而，采用合适的方法对组合优化问题进行求解并不容易。虽然组合优化问题理

论上一定可以使用暴力搜索的办法找到最优解，但这种办法求解效率低下，往往难以

在用户可容忍的时间限制内得出结果。人工设计并实现组合优化问题的高效算法，用

户需要具备较强的能力和技能依次完成如下工作：
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1. 对问题进行形式化建模：将一个非形式化方式（如自然语言、图表、示例等）
描述的问题用形式化的语言完整描述，正确定义所有的变量、变量之间的约束

关系、以及优化目标，为后续深入分析问题提供基础。

2. 实现基本求解程序：编写完整且正确的基本求解程序。
3. 对问题本身特性做深入分析并个性化设计优化算法：分析变量之间的约束关系
是否具有某些性质（如可行性剪枝性质，最优子结构性质等），然后针对问题

所具有的性质，结合相应的优化策略（搜索剪枝、动态规划等），设计优化算

法并应用到基本求解程序中。

前人已有的程序自动生成相关技术和系统已经能够自动产生求解程序解决各种实

际问题。然而，现有的工作均无法很好地应用于组合优化问题。主要原因包括：

• 模型描述复杂：组合优化问题一般使用表达能力较强的约束模型进行建模，相
对于领域特定模型（如数据库查询模型、字符串处理模型等），约束模型的操

作符种类多，语句形式灵活，没有相对固定的求解模式，自动化分析和处理较

为困难。

• 算法设计复杂：组合优化问题的求解和优化算法复杂，而约束模型本身并不包
含任何算法描述，因此程序自动生成系统需要自动完成算法设计。相较而言，

许多现有程序自动生成技术和系统并不需要自动设计或优化算法，只是将用户

给定的一种算法描述形式（触发器-动作规则、伪代码等）直接翻译成程序，或
者基于规格说明（状态机、类图等）产生不含具体处理细节的代码框架。

• 程序实现复杂：组合优化问题的求解程序（1）语句数量多且相互关联，既（2）
包含多次反复执行的循环语句，又（3）包含只有在边界条件下才会遇到的判
断语句。这三个特点的存在意味着无法单纯使用基于机器学习的技术来实现组

合优化问题的程序自动生成，因为要实现具备这种程序自动生成能力的系统，

需要用海量的数据做训练，且数据必须覆盖并突出体现所有的特殊情况处理方

式。

于此同时，现有的约束求解技术及系统虽然能够有效解决组合优化问题，但在实

际应用中，存在下列问题：

• 求解器对于用户来说是黑盒，用户无法知道求解器如何求解问题，亦难以从中
发现潜在的导致求解效率降低的问题描述缺陷。

• 求解器自身的额外时间和空间开销较大，直接集成到软件系统中会造成一定的
资源浪费。

• 求解器对编程语言有依赖，与既有系统可能存在兼容性问题。
• 布尔可满足性求解器和可满足性模理论求解器的适用范围受到现有理论的局
限，不足以求解任意组合优化问题。
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为了实现面向组合优化问题的程序自动生成，本文首先在主流约束模型描述语言

的基础上，设计了问题描述语言 COPDL并实现了相应的程序自动生成工具。COPDL

能够表达任何组合优化问题（包括约束满足问题），表达能力与常用的约束模型描述

语言（如 MiniZinc语言）完全相同。但由于 COPDL最终是为了生成能够求解某个问

题所有实例的程序，而非只是计算该问题给定示例的解，COPDL 在设计上引入了两

个其他约束模型描述语言所不具备的特性，在不降低表达能力的前提下，为后续程序

自动生成技术的应用提供了支持：

• 语法上更好地支持使用常量、变量或表达式对变量的定义域、数组和集合的维
度进行显式声明；语义上要求各变量的范围均受到显式或隐式的限制。

• 语法上要求参数变量定义、决策变量定义既约束关系、优化目标、输出表达式
四个部分独立分开，这样虽然略微损失了描述的灵活性，但既提高了可读性，

又方便了最终生成程序时对输入和输出的处理。

接着，本文以 COPDL 为中间语言，通过研究、设计和实现从组合优化问题产生

程序的下列三个步骤的算法和技术，分别使得人工编程求解组合优化问题的三个重要

且困难的步骤自动化/半自动化，从而降低了用户的学习和使用门槛。

• 对问题进行形式化建模：结合基于模板的语义分析技术，基于规则的模板翻译
技术，以及基于框架的程序自动生成技术，设计并实现了从自然语言描述自动

产生 COPDL描述模型的算法和工具，方便用户描述问题。

• 实现基本求解程序：根据预设规则，结合启发式搜索等方法，针对给定问题的
COPDL 描述产生正确的基于循环或递归的基本求解程序，作为之后优化的基

础。

• 对问题本身特性做深入分析并个性化设计优化算法：利用专家知识对组合优化
约束模型进行等价变换，自动分析模型本身性质，根据性质设计候选优化策略，

并通过自动估计时间和空间复杂度对候选优化策略进行筛选，最终产生高效的

优化算法并实现于基本求解程序之中。

此外，本文设计并实现了基于组合优化约束模型程序自动生成技术的程序在线评

测平台，将其作为教学辅助工具，用于培养程序员的问题求解能力。

輱輮輴 本文结构

本文第二章总结了相关工作的研究进展，第三章到第六章是本文的核心章节，分

别介绍了本文工作的四个主要创新性工作（图 1.6展示了这些章节之间的体系结构），
第七章总结了全文工作并展望了未来工作。这些章节的具体内容组织如下：

第二章综述了相关研究工作的进展及与本文工作的关系，包括程序自动生成相关
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NL2COPDL
（第五章实现）

COPDL2C
（第三章实现）

搜索剪枝优化
动态规划优化
（第四章实现）

COPDL描述
（第三章定义）自然语言描述 求解程序代码

OpenJudge
测试结果

学生用户

自然语言描述
COPDL描述
（第三章定义） 求解程序代码

根据自然语言描述产生求解代码
（第五章在自建数据集上实现全自动化）

在线评测教学平台COPDLOpenJudge
（第六章实现并用于程序设计课程的教学）

图 1.6 本文核心章节的体系结构图

工作，约束求解优化相关工作，自然语言程序设计相关工作，以及计算机科学教育相

关工作。

第三章定义了一种适合用于程序自动生成的组合优化约束模型描述语言 COPDL，

该语言表达能力较强，能够有效描述各种类型、采用 1.2.1.1节的形式定义的单优化目
标的组合优化问题或无优化目标的可满足性问题；同时提出并实现了从 COPDL 描述

到 C程序代码的自动生成新方法 COPDL2C，该方法基于预设规则，结合启发式搜索

等算法，快速自动产生基于循环或递归枚举的求解程序的基本框架。

第四章提出并实现了对组合优化约束模型求解程序进行自动搜索剪枝和动态规划

的优化技术。这些优化技术利用专家知识对求解算法进行等价变换，并根据搜索、动

态规划等相关知识对求解程序的基本框架进行优化，产生新的正确且高效的求解程

序。

第五章给出了一个包含 40 个用自然语言描述的组合优化问题及其测试数据的数
据集，并在此数据集上给出了一种基于模板和规则的将自然语言问题描述自动转换为

COPDL描述的方法——NL2COPDL。将 NL2COPDL与 COPDL2C 相连接，实现了在

自建的数据集上根据自然语言描述问题自动生成其求解程序的目标。

第六章介绍了 COPDL2C 在程序员培养中的应用。作者基于 COPDL2C 开发了一

个在线评测教学平台 COPDLOpenJudge，将其应用于计算机专业学生和非专业程序员

的组合优化问题求解能力的训练中，提升了程序员的培养效率。

第七章总结了本论文的主要工作和创新点，并对未来工作进行了展望。
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第二章 相关工作的研究进展

本文从多个方面讨论了面向组合优化约束模型的程序自动生成关键技术，相关工

作可以总结为如下四个大类：（1）程序自动生成技术相关工作，包括终端用户编程和
代码生成；（2）约束求解优化技术相关工作，包括约束求解通用优化技术、基于动态
规划的求解技术和自动存表技术；（3）自然语言程序设计相关工作，包括语义分析和
自动约束编程；（4）计算机科学教育相关工作，包括对问题求解能力培养方法的研究
和支架式教学工具。本章综述这几类研究方向的研究进展和特点，并说明了这些工作

与本文各章节研究内容的关系。

輲輮輱 程序自动生成相关工作

本节介绍程序自动生成的相关工作，包括终端用户编程、程序变换和代码生成。

輲輮輱輮輱 终端用户编程

Barricelli、Cassano et al（2019）总结了 14类终端用户编程技术，包括基于规则，
基于模板，基于模型的技术，以及示例编程（programming by example，PbE）。

大多数基于规则的技术目标是让用户能够自定义智能设备、物联网应用等的行为

（Barricelli、Valtolina 2017，Ghiani et al 2017，Guo et al 2011，Houben et al 2016，
Korpipää et al 2006，Su et al 2014）。例如，Ghiani et al（2017）实现了技术和工具支持
用户声明触发器-动作规则（IF/WHEN 〈𝑡𝑟𝑖𝑔𝑔𝑒𝑟_𝑒𝑥𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛〉 DO 〈𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛_𝑒𝑥𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛〉）。
要使用这些技术，用户必须自己设计并实现基础的算法，尽管这些算法比较简单。

基于模板的技术提供模板帮助用户自定义应用特性（Abraham et al 2006，Berenz
et al 2014，Bhatti et al 2015，Carmien et al 2008，Eagan et al 2008，Riss 2012）。例如，
Eagan et al（2008）实现了应用 Cocoa Buzz，支持用户使用模板来个性化页面布局，选
择感兴趣的信息。这类用户编程更接近于对软件的组件做个性化配置，几乎不涉及算

法和实现。

基于模型的技术通常需要使用一个领域特定语言来描述模型，而代码生成器就可

以分析这个模型并输出代码实现 （Bogdan et al 2008，Díaz et al 2011，Faravelon et al
2014，Garzotto et al 2011，Hartmann et al 2009，Maleki et al 2014）。例如，Bogdan et
al（2008）实现了一个工具，支持用户采用类似对话的方式为交互界面建模，然后这
个工具根据模型自动生成相应的界面。这类技术所面向的模型一般只局限于很小的领

域，相对来说比较简单，自动设计的算法也比较单一。
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示例编程允许终端用户使用非常轻松的方式进行编程：通过具体示例表达需求，

系统自动推测出泛化的程序 （Bates 2003，Gulwani 2010a，Meng et al 2011、2013，
Menon et al 2013，Miller et al 2001，Nix 1984）。例如，SMARTEdit（Bates 2003）自动
从用户的演示中学得重复性的文本编辑工作，例如“将鼠标指针移动到行末”。Gulwani
（2010a）从用户提供的输入-输出对中自动生成关于字符串操作的正则表达式。但通过
输入-输出样例不容易完备地描述复杂的约束关系，因此不适合用于解决诸如组合优化
问题等复杂问题。

輲輮輱輮輲 程序变换和代码生成

程序变换类的工具根据用户提供的原始程序和转换规则，自动生成新的代码（An
et al 2018，Bravenboer et al 2008，Burson et al 1990，Cordy et al 1988，Ladd et al 1994）。
例如，Stratego/XT（Bravenboer et al 2008）提供了一种用于方便描述变换规则和重写
策略的 Stratego语言，而 XT工具可以根据声明的规格说明自动实现程序变换。An et
al（2018）实现了 tInferer工具，能够在 Java和 Swift语言编写的源程序之间进行自动
翻译。这类工作均是基于翻译规则实现代码生成，一般不需要在翻译过程中添加新的

算法或优化。

基于模型的软件工程工具可以从 UML模型（如类图）（J. Klein 2015，Steinberg
et al 2015），状态机（Dion 2004），或自然语言描述的系统需求（Franců et al 2009）自
动生成代码。例如，Eclipse提供了“Uml to Java Generator”（Obeo 2021）支持从 UML
模型生成 Java源代码。这些模型通常只是定义了程序的结构，生成的代码一般也只是
框架，不包含具体的业务逻辑。

一些工具可以基于代码模板和领域特定语言生成程序（Popma 2004，Team 2017，
Xpand 2021）。例如，JET （Popma 2004） 为用户提供了一种类似于 JSP的语法用于
定义生成代码的模板，同时还提供了通用模板引擎，能够基于模板生成 SQL，XML，
Java代码等。这类工具的主要目标是将用户模板根据要求组合在一起，而非求解一个
组合优化问题。

輲輮輲 约束求解优化技术相关工作

本节介绍约束求解优化技术的相关工作，包括：约束求解的通用优化技术，基于

动态规划的求解技术，以及自动存表技术。
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輲輮輲輮輱 通用约束求解优化技术

对于约束求解的基于搜索的通用求解算法，研究者们提出了许多自动化技术来避

免或减少求解过程中的冗余搜索。

• 缓存技术通过存储搜索状态来避免相同状态被重复计算（B. M. Smith 2005）。
• 对称求解和子问题支配技术分别分析不同状态之间的等价性和支配关系，以减
少无用的状态探索（Chu et al 2012，Gent et al 2006）。

• 问题分解技术根据变量赋值情况，将原问题分解成不相关的子问题，从而可以
独立求解各子问题，最后再组合成完整的解（Kitching et al 2007）。

• 惰性语句生成技术从搜索过程中遇到的冲突中发现新的约束条件，以减少搜索
空间（Ohrimenko et al 2009）。

这类优化技术均是在求解过程中动态实现的，只能针对于某个具体实例的求解而

非针对整类问题的求解。

輲輮輲輮輲 动态规划求解器

许多研究者也曾经尝试过使用动态规划来加速约束求解。

• 一些领域相关的语言（KOLMOGOROV 和 GAP 等）支持用户对某些领域的问
题建立动态规划模型，然后应用特定方法，在特定问题上实现基于动态规划的

约束求解（Prestwich et al 2018，Sauthoff et al 2011）。然而，这些方法均不能用
于对通用模型的自动分析和处理。

• 有些研究者致力于研究动态规划性质和适用性的理论基础（DeMoor 1994），但
这些理论与实际应用之间仍有一定的距离。

• 函数式编程语言的一些函数库允许用户以枚举-选择的形式描述问题，然后使用
动态规划的方法计算结果（Morihata et al 2014）。不过这些库只能处理较为简单
的问题，无法解决复杂的（多变量、多约束等）或含有特殊情况的问题。

輲輮輲輮輳 自动存表技术

自动存表技术将求解过程中的中间结果存储与特定的数据结构中，以达到减少或

消除重复计算的目的。

• 用户可使用 MiniZinc注解和 Picat等工具明确说明哪些中间值需要被复用以及
如何存储（Dekker et al 2017，Zhou et al 2015）。这些技术无法自动发现可被优
化的内容。

• 一些优化技术可以利用等价性探测出子问题，根据用户指定的顺序建立多值决
策图（MDD）或确定性可分解否定范式（d-DNNF），从而实现自动存表（Chu

23



北京大学博士研究生学位论文

et al 2012，Uña et al 2019）。这些技术需要用户的额外输入。

輲輮輳 自然语言程序设计相关工作

本节介绍自然语言程序设计的相关工作，包括语义分析和自动约束编程。

輲輮輳輮輱 语义分析

语义分析（semantic parsing）是自然语言处理中的一项常见的基础任务，其目标
是将自然语言描述转化为语义等价的机器可理解的表示形式。之前的研究者实现了许

多语义分析工具，用于将自然语言描述转化为测试数据，领域相关的规则或约束，以

及可执行程序等。例如，Litmus（Dwarakanath et al 2012） 使用基于模板匹配规则的
方法，从功能性需求文档直接生成功能性测试用例。Sawant et al（2013）实现了一
个从软件需求中提取知识表示图的工具，从而能够根据知识表示图进一步自动产生

测试数据。UMTG（Wang et al 2015） 能够从使用自然语言描述的用例规格说明中
生成可执行的系统测试用例。该工具使用自然语言处理技术根据规格说明构造测试用

例模型，通过与软件工程师不断交互来完善模型，最终使用约束求解产生测试数据。

Bajwa、Bordbar、M. G. Lee（2010）的工作分别实现了将自然语言规格说明转化为
OCL约束（Bajwa、Bordbar、M. G. Lee 2010），SBVR商务规则（Bajwa、M. G. Lee
et al 2011），以及Alloy模型（Bajwa、Bordbar、M. G. Lee、Anastasakis 2012）的工具。
这些工具均采用基于规则的语义分析来解释自然语言描述，并应用基于规则的翻译规

则产生最终的软件制品。SQLNet（Xu et al 2017）使用基于框架的自动生成方法，利
用神经网络预测框架中每个占位符需要填入的内容，从而实现从自然语言描述到 SQL
查询语句的自动翻译。Lei et al（2013）提出一种贝叶斯生成模型，用于将自然语言描
述的输入格式转化为可执行的 C++语言输入处理代码段。NL2Bash（Lin et al 2019）
使用基于编码器-解码器模型的方法，将英文句子转化为 Linux shell脚本。GANCoder
（Zhu et al 2019）使用生成对抗网络（generative adversarial networks，GAN）实现了从
自然语言描述到 Python代码的单行翻译。

輲輮輳輮輲 自动约束编程

有些辅助工具能够自动或半自动地帮助用户更好地进行约束编程。例如，领域特

定语言 ELAN（Kirchner et al 1998） 允许用户使用抽象程度更高的表示方式声明规
则和策略，而它的解释器能够自动从用户提供的规格说明产生约束模型。Flener et al
（1998）提出了一种从一阶谓词逻辑表示的形式化规格说明自动产生约束模型的方法。
Conjure（Wetter et al 2015）以用 Essence语言描述的抽象约束规格说明为输入，自动
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完善规格说明并生成具体的约束模型。

輲輮輴 计算机科学教育相关工作

本节介绍计算机科学教育的相关工作，包括对问题求解能力与计算机科学教育关

系的研究，以及现有的支架式教学工具。

輲輮輴輮輱 问题求解能力与计算机科学教育

许多研究表明，问题求解能力对于学生能够在计算机科学专业具有优秀表现非常

重要（Beaubouef et al 2005，Butler et al 2007）。例如，Beaubouef et al（2005）报告
称，在许多高等院校中，30%–40%的计算机科学专业本科生无法完成学业。产生这种
高退学率现象的原因有很多，其中常见的一条就是“学生的数学能力和问题求解能力
不足”。

另外有一些研究表明，编程工作可以很好地训练学生的计算思维，提升问题求解

能力（Buitrago Flórez et al 2017，Salehi et al 2020，Tu et al 1990）。例如，Salehi et al
（2020）通过观察发现，在无需额外领域特定知识的情况下，计算机科学专业的学生
在求解问题时的表现显著强于其其他专业的学生，同时，编程任务可以有效地帮助学

生对特定问题的求解能力进行针对性训练。然而，根据之前的教学经验，如果编程任

务过于困难，学生可能会对解决问题失去信心和动力，不但不能起到训练作用，反而

成为了一个负面经历，让学生对编程产生恐惧甚至厌恶。

輲輮輴輮輲 支架式教学工具

支架式（Scaffolding）教学指的是使用辅助工具为学生的学习提供支持和指导的
一种教学方法（Hammond 2001）。支架式的教学工具可以临时性地辅助学生完成任
务，等到学生有足够的信心和能力之后，再独立完成整项工作。

常用的一类支架式教学工具（例如 C0（Pfenning 2010）和 Ironclad C++（Delozier
et al 2013））将通用的程序语言（如 C，C++）简化为只有安全操作的子语言。学生使
用这些简化版本的语言进行编程时，不会遇到初学者难以理解和处理的复杂情况（例

如不安全的内存访问），因此学生可以将注意力集中在学习基本编程概念上。另一类

支架式教学工具则是通过可视化的编程语言来降低编程难度（Bart et al 2017，Hermans
et al 2017，I. Lee et al 2011，Maloney et al 2010，MIT App Inventor 2021，Ruthmann et al
2010）。例如，Scratch（Maloney et al 2010）是一种基于代码块的面向对象程序语言。
学生可以通过拖拽代码块来学习基本的编程技巧和概念。
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不过，这些支架式教学工具均不能自动进行算法设计，因此无法将问题理解与程

序设计完全分开。

輲輮輵 本章小结

本章综述了程序自动生成技术，约束求解优化技术，自然语言程序设计，计算机

科学教育四个领域的相关工作及研究进展。这四类相关工作分别与本文第三至六章的

研究内容紧密相关。

本文第三章讨论了问题描述语言的设计与基本求解程序的自动生成方法。与现有

的程序自动生成技术相关工作相比，首先，本文设计的问题描述语言为一种约束模型

描述语言，因而描述的问题模型具有更好的通用性和完备性，容易描述包括组合优化

问题在内的更复杂的问题；其次，本文提出的程序自动生成方法能够自动为组合优化

问题设计求解算法并生成相应程序，通用性更强，且无需用户提供算法描述。

本文第四章研究了如何自动设计并实现搜索剪枝和动态规划优化技术。与之前的

通用约束求解优化工作相比，这些优化技术基于对问题性质的静态分析，因此可以针

对一整类问题而非仅针对单个问题实例。同时，若问题适用动态规划优化，优化效果

远远高于传统的基于搜索的优化技术。而相比于其他基于动态规划的优化方法来说，

本文提出的动态规划优化方法可以自动判定问题能否适用动态规划，并生成相应优化

程序，不需要用户的额外输入。

本文第五章研究了从自然语言产生组合优化约束模型的关键技术。与现有的自然

语言程序设计工作不同的是，本文从自然语言问题描述自动产生为组合优化问题的形

式化描述。由于组合优化约束模型的自然语言描述中关键的符号、操作符密度大，翻

译精确性要求较高，在没有足够训练数据和计算能力的情况下，很难采用基于机器学

习的语义分析方法；另一方面，组合优化约束模型的操作符种类有限、模式相对固定，

因此本文建立了由 40道问题组成的自然语言描述数据集，并针对该数据集，设计并实
现了基于模板规则和基于框架的翻译方法。

本文第六章尝试将面向组合优化约束模型的程序自动生成的关键技术应用到对问

题求解能力的培养和训练中。之前关于问题求解能力与计算机科学教育关系的研究结

果证明了问题建模训练在问题求解能力培养中的重要性，以及将问题求解过程分解为

问题建模和模型求解，能够降低学习难度并提升学习效果。本文实现了之前相关教学

工具所不具备的对于算法设计的自动化，因而成功地将这两个阶段完全分离，在实现

对学生问题建模能力独立训练的同时，提升了学生对于编程求解问题全过程的信心和

学习效率。
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第三章 问题描述语言 COPDL和程序自动生成方法
COPDL2C

本文研究的核心目标是为用户给定的组合优化问题自动生成求解程序。为了达

成这一核心目标，（1）首先，要为用户提供描述待求解的组合优化问题的形式化语
言；（2）其次，为给定的问题生成基本的求解程序框架；（3）最后，进一步优化基本
的求解框架以提高求解效率。本章主要研究的是前两个部分。

在本章中，首先给出了一种自定义的组合优化问题描述语言 COPDL。COPDL与

主流的组合优化问题描述语言 MiniZinc 具有相同的问题描述能力和表述难度，但不
同的是，COPDL 要求用户必须为每一个参数变量明确指定取值范围。这一特性使得

用 COPDL 描述的是一类问题——参数变量取值不同对应不同的问题实例，而非一个

特定的问题实例。之后，本章给出了以 COPDL描述的问题为输入，自动生成 C语言
求解程序的软件工具 COPDL2C 的设计与实现方法。第 3.4 节给出了一些经典问题的
COPDL描述示例，并给出了生成求解程序的正确性和效率分析。本章 COPDL2C的实

现为下一章求解程序的进一步优化提供了基础。

輳輮輱 从组合优化约束模型到程序源代码

为了能够求解复杂的组合优化问题，本章尝试为用户提供便利的问题描述语言用

于描述约束模型，同时利用程序自动生成技术，得到正确的求解算法，并生成相应的

最终 C程序。

本文设计了一种新的问题描述语言 COPDL，作为中间的问题模型描述语言，同

时，设计并实现了 COPDL的程序自动生成工具 COPDL2C。相比于现有的主流约束模

型描述语言，例如 MiniZinc（Nethercote et al 2007），Essence（Frisch et al 2008）等，
COPDL 具有一个其他语言所不具备的重要特点：参数变量的取值范围需要由用户明

确指定，这一特点使得：

• 基于 COPDL的工具能够在不知道实际输入参数的情况下，根据参数取值范围，
针对该类问题的所有实例而非特定问题实例实现程序自动生成；

• 通过静态分析，找到问题特性，并充分利用这些性质实现高级程序优化算法，
例如搜索剪枝和动态规划。

现有的约束求解器是在求解过程中动态调整搜索策略，此时求解器已经知道实际输入

参数，因此并不需要用户预先给出它们的取值范围；而程序自动生成是通过静态分析
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#input
N of int in [1,1000];

#required
col of (int in [1,N])[1~N];
alldiff col;
alldiff [col[i] + i : forall i];
alldiff [col[i] - i : forall i];

#output
col;

图 3.1 𝑁 皇后问题的 COPDL描述

int: n;

include "alldifferent.mzn";
array [1..n] of var 1..n: col;
constraint alldifferent(col);
constraint alldifferent([col[i] + i | i in 1..n]);
constraint alldifferent([col[i] - i | i in 1..n]);

solve satisfy;

图 3.2 𝑁 皇后问题的MiniZinc描述

过程完成的，因此无论在生成基础框架还是实现进一步优化上，都需要根据参数的取

值范围来选定搜索策略。而本文后续部分的程序自动生成算法，均是基于 COPDL 这

一重要特性设计和实现的。

同时，COPDL 与其他约束模型描述语言在描述形式、基本功能上非常相似，都

能够支持用户描述组合优化约束模型的参数变量、决策变量、约束关系等要素，具有

相同的表达能力，只是在语法、符号等细节上有所差异。以 𝑁 皇后问题为例，图 3.1，
3.2，3.3分别展示了该问题在 COPDL，MiniZinc，Essence三种语言下的约束模型。由
于这种相似性的存在，具有使用其他约束模型描述语言建模经验的用户可以很容易的

掌握和使用 COPDL。另一方面，COPDL要求用户明确给出参数变量的取值范围，例

如 𝑁 皇后问题中参数变量 𝑁 的取值范围，使得基于 COPDL的工具可以针对整个问题

类实现程序自动生成。

輳輮輲 程序源代码生成示例

本节通过立方体问题实例来介绍如何针对一个 COPDL 描述自动生成出基本的求
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language ESSENCE’ 1.0

given n: int
letting DOM be domain int(1..n)
find col : matrix indexed by [ DOM ] of DOM

such that
allDiff(col),
forAll i,j : DOM .

(i > j) -> (col[i] - i != col[j] - j),
forAll i,j : DOM .

(i > j) -> (col[i] + i != col[j] + j)

图 3.3 𝑁 皇后问题的 Essence描述

V = L·W·HH

L
W

图 3.4 立方体问题

解程序。

輳輮輲輮輱 问题描述

立方体问题：给定一个整数 𝑉（≤ 10, 000），找到表面积最小的立方体，满
足：体积为 𝑉 且各边长（即图 3.4中的长 𝐿，宽𝑊 和高 𝐻）均为整数。

通过分析，可以从问题描述中识别出约束模型的各个要素，并根据题目中省略的

常识（例如物体的体积、边长均为正数，立方体的体积、表面积计算公式）补全取值

范围、约束关系等：

• 一个输入参数：立方体体积 𝑉，1 ≤ 𝑉 ≤ 10, 000；
• 三个需要被求解的正整数变量：立方体的长 𝐿，宽𝑊 和高 𝐻，各变量均为正整

数；

• 一个约束关系：立方体长、宽、高的乘积应等于其体积；
• 目标函数：最小化立方体的表面积。
本章设计并实现了一种组合优化约束模型描述语言 COPDL（Problem Description

Language，问题描述语言），支持形式化地描述问题。图 3.5展示了用 COPDL描述的
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#input
V of int in [1,10^4];

#required
L of int in [1,?];
W of int in [1,?];
H of int in [1,?];
V = L * W * H;

#objective
minimize (2 * (L * W + L * H + W * H));

图 3.5 立方体问题的 COPDL描述

立方体问题模型。在这个 COPDL描述中，包含了三个部分：

• #input部分定义了所有的输入参数（𝑉）及其取值范围。
• #required部分声明了需要被求解的变量，同时列举了变量与输入参数之间的
所有约束关系。在本例中，𝐿，𝑊 和 𝐻均被声明为正整数，其中“?”表示未显

式声明的边界，此处等价于正无穷（+∞）。表达式 V = L * W * H表示了立方
体体积与其长、宽和高的约束关系。

• #objective部分定义了一个目标函数，作为可行解优劣的评价标准。

輳輮輲輮輲 模型分析和程序生成

针对给定的 COPDL问题描述，COPDL2C将分三步实现模型分析和程序生成：

1. 变量类型推导；
2. 独立变量选取；
3. 程序自动生成。

輳輮輲輮輲輮輱 变量类型推导

COPDL2C首先使用 FBBT算法（Belotti et al 2010）迭代计算出每个变量更紧的
取值范围。例如，在第一次迭代时，将原模型中的约束关系转换为 𝐿 = 𝑉 ÷ 𝑊 ÷ 𝐻，
FBBT算法更新 𝐿的定义域为：

𝐷 ′𝐿 = 𝐷𝐿 ∩ ([1, 104] ÷ [1, +∞] ÷ [1, +∞])

= [1, +∞] ∩ (0, 104] (3.1)

= [1, 104]
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而在第二次迭代时，FBBT用类似的方法，根据 𝐿 的新定义域更新了𝑊 的定义域。迭

代过程不断重复，直至所有变量的定义域均固定。

輳輮輲輮輲輮輲 独立变量选取

首先给出变量依赖的定义 3.1和独立变量集的定义 3.2。

定义 輳輮輱 (变量依赖)輮 对于约束关系中的方程，若某个变量的值能够被其他某些变量唯
一确定，那么该变量依赖于这些变量组成的一个集合。

定义 輳輮輲 (独立变量集)輮 独立变量集是变量集V的一个子集，且其中的变量能够唯一确
定所有不在独立变量集里的其他变量的值。

在示例问题中，𝐿，𝑊，𝐻 分别依赖于另外两个变量，因为只要给定任意两个变

量的值，就能唯一确定第三个变量的值。COPDL2C 通过启发式搜索的方式，选取最

优的独立变量集，用于产生基于循环或基于递归的枚举程序。

輳輮輲輮輲輮輳 程序自动生成

对于求解组合优化问题，一般存在两种算法设计策略（Lenstra et al 1981）：

• 显式枚举：显式枚举所有可行解，从中找出目标函数值最优的解。显式枚举一
般采用穷尽式或暴力搜索的方式实现。

• 隐式枚举：所有的可行解都会被考虑到，但不是所有的可行解都会被显式枚举。
典型的方法是分支限界（Marinescu et al 2009），在枚举过程中，自动删除不可
能成为最优解的搜索分支。

对应这两种策略，COPDL2C生成两类求解程序：基于循环的程序和基于递归的程序：

定义 輳輮輳輮 基基基于于于循循循环环环的的的程程程序序序: 通过嵌套的 for循环结构，显式枚举所有可行解。

定义 輳輮輴輮 基基基于于于递递递归归归的的的程程程序序序: 通过递归函数调用枚举所有可行解，通过加入 if条件判

断甚至动态规划优化实现剪枝操作，减少搜索空间，提高搜索效率。

图 3.6是对立方体问题产生的基于循环的求解程序。该程序枚举独立变量 𝐻 和 𝐿

的所有可行赋值组合，计算非独立变量𝑊，检查所有约束是否满足，并计算目标函数

值，一旦目标函数值优于当前最佳答案，则更新。最终输出最佳答案。

輳輮輳 组合优化约束模型描述语言设计

本节列出了 COPDL的核心语法，并详细介绍了各主要组成部分。
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#include<stdio.h>

int V;
int H;
int L;
int _result;
int W;
int _best__result;
// 获取输入
void _input() {

scanf("%d", &V);
}
// 输出最优解
void _output() {

printf("%d\n", _best__result);
}
// 更新最优解
void _update() {

if (_result >= _best__result)
return;

_best__result = _result;
}
// 枚举所有变量赋值组合并检查是否满足约束
void _solve() {

_best__result = 600000001;
for (H = 1; H <= 10000; H++) {

for (L = 1; L <= 10000; L++) {
if (V % L != 0)

continue;
if (V / L % H != 0)

continue;
W = V / L / H;
_result = 2 * (L * W + L * H + W * H);
_update();

}
}

}
// 调用函数获取输入，求解问题，并输出最优解
int main() {

_input();
_solve();
_output();
return 0;

}

图 3.6 对立方体问题生成的基于循环的程序
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描述 𝐷𝐸𝑆𝐶 → 𝐼𝑃 𝑅𝑄 𝑂𝐵𝐽 𝑂𝑈𝑇

输入部分 𝐼𝑃 → 輣轩轮轰轵轴 (𝑉𝐷 輻)∗
约束部分 𝑅𝑄 → 輣轲轥轱轵轩轲轥轤 (𝑆𝑡𝑚𝑡 輻)∗
目标部分 𝑂𝐵𝐽 → 輣软轢轪轥轣轴轩轶轥 ((轭轩轮轩轭轩轺轥 | 轭轡轸轩轭轩轺轥) 𝐸𝑥𝑝 輻)?
输出部分 𝑂𝑈𝑇 → 輣软轵轴轰轵轴 (𝐸𝑥𝑝𝑆𝑡𝑚𝑡 輻)∗

图 3.7 COPDL核心语法：主体框架

变量声明 𝑉𝐷 → 𝐼𝑑 软车 𝑇𝑦𝑝𝑒
类型声明 𝑇𝑦𝑝𝑒 → 𝑃𝑟𝑖𝑚𝑇𝑦𝑝𝑒 | 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑇𝑦𝑝𝑒 | 𝐹𝑢𝑛𝑐𝑇𝑦𝑝𝑒
基本类型 𝑃𝑟𝑖𝑚𝑇𝑦𝑝𝑒 → (轩轮轴 | 轲轥轡转 | 轣轨轡轲 | 轢软软转) (轩轮 轛 𝐵輬 𝐵 轝)?
复合类型 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑇𝑦𝑝𝑒 → 𝑇𝑦𝑝𝑒 轛 𝐵 ∼ 𝐵 轝 //列表

| 𝑇𝑦𝑝𝑒 轻载 //集合
| 輨 𝑇𝑦𝑝𝑒𝐿𝑖𝑠𝑡 輩 //元组或结构

函数类型 𝐹𝑢𝑛𝑐𝑇𝑦𝑝𝑒 → 輨 𝑇𝑦𝑝𝑒𝐿𝑖𝑠𝑡 輩 輭輾 𝑇𝑦𝑝𝑒 輽 輨 𝐸𝑥𝑝 輩
类型列表 𝑇𝑦𝑝𝑒𝐿𝑖𝑠𝑡 → 𝑇𝑦𝑝𝑒(輬 𝑇𝑦𝑝𝑒)∗
取值范围 𝐵 → 𝑅𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒 | 輿 // 輿表示未定义
右值 𝑅𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒 → 𝑁𝑢𝑚 | 𝐸𝑥𝑝

图 3.8 COPDL核心语法：变量声明和类型范围约束

輳輮輳輮輱 COPDL的核心语法

本章定义了一种组合优化约束模型描述语言 COPDL，为用户描述组合优化问题

提供遍历。COPDL允许用户分别定义输入参数、变量、约束关系、以及目标函数。图

3.7–3.10展示了 COPDL的核心语法，使用巴克斯–瑙鲁范式（BNF）定义。

輳輮輳輮輲 COPDL描述各组成部分

一个 COPDL描述可分为四个主要组成部分：#input，#required，#objective，

以及 #output。

輳輮輳輮輲輮輱 输入部分（#input）

这一部分声明了所有（零个或多个）输入参数及其定义域。最终的程序将根据输

入部分声明参数的顺序，生成对应的获取输入的语句。在 COPDL中，一个变量可以

是一个基本类型（如 int）或一个复合类型（如数组或集合）。

语句 𝑆𝑡𝑚𝑡 → 𝑉𝐷 //变量声明
| 𝐸𝑥𝑝𝑆𝑡𝑚𝑡 //表达式语句
| 𝐹𝑜𝑟𝐸𝑛𝑢𝑚 // “Forall”约束

表达式语句 𝐸𝑥𝑝𝑆𝑡𝑚𝑡 → 𝐸𝑥𝑝

forall约束 𝐹𝑜𝑟𝐸𝑛𝑢𝑚 → 𝐸𝑥𝑝 輺 车软轲轡转转 𝐼𝑑 (輬 𝐼𝑑) ∗ 輨 𝑄𝐸𝑥𝑝 輩

图 3.9 COPDL核心语法：语句

33



北京大学博士研究生学位论文

表达式 𝐸𝑥𝑝 → 輨 𝐸𝑥𝑝 輩
| 𝐴𝐸𝑥𝑝 //原子表达式
| 轮软轴 𝐸𝑥𝑝 //一元表达式
| 𝐵𝐸𝑥𝑝 //二元表达式
| 𝐺𝐸𝑥𝑝 //累积函数表达式
| 𝐹𝑢𝑛𝑐𝐶𝑎𝑙𝑙 //函数调用表达式
| 轥轸轩轳轴轳 𝐼𝑑 (輬 𝐼𝑑) ∗ 輨 𝑄𝐸𝑥𝑝 輩
| 轩车 𝐸𝑥𝑝 輨𝐸𝑥𝑝輩 轥转轳轥 輨 𝐸𝑥𝑝 輩

原子表达式 𝐴𝐸𝑥𝑝 → 𝐼𝑑 | 𝐸𝑥𝑝 轛 𝑅𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒 轝
二元表达式 𝐵𝐸𝑥𝑝 → 𝐸𝑥𝑝 𝐵𝑖𝑛𝑂𝑝 𝐸𝑥𝑝

累积函数表达式 𝐺𝐸𝑥𝑝 → 𝐴𝑔𝑔𝑂𝑝 [𝐹𝑜𝑟𝐸𝑛𝑢𝑚]
函数调用表达式 𝐹𝑢𝑛𝑐𝐶𝑎𝑙𝑙 → 𝑖𝑑 輨 𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚𝐿𝑖𝑠𝑡? 輩

参数列表 𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚𝐿𝑖𝑠𝑡 → 𝐸𝑥𝑝(輬 𝐸𝑥𝑝)∗
量词表达式 𝑄𝐸𝑥𝑝 → 𝐸𝐸𝑥𝑝

| 轮软轴 𝑄𝐸𝑥𝑝
| 𝑄𝐸𝑥𝑝 (轡轮轤|软轲|轸软轲) 𝐸𝐸𝑥𝑝

枚举表达式 EExp → 𝐼𝑑 轩轮 轛 𝐵輬 𝐵 轝 //枚举范围内数值
| 𝐼𝑑 轩轮 𝐼𝑑 //枚举集合元素
| 輨 𝐸𝑙𝑒𝑚(輬 𝐸𝑙𝑒𝑚) ∗ 輩 轩轮 𝐼𝑑 //枚举元组

元素 𝐸𝑙𝑒𝑚 → 𝐼𝑑 | 輿
二元运算符 𝐵𝑖𝑛𝑂𝑝 → 輫 | 輭 | 輪 | 輯 | . . .
累积函数 𝐴𝑔𝑔𝑂𝑝 → 轳轵轭轭轡轴轩软轮 | 轰轲软轤轵轣轴

| 轭轩轮 | 轭轡轸
| 轣软轵轮轴 | 轡转转轤轩輛

图 3.10 COPDL核心语法：表达式
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表 3.1 COPDL2C的内置运算符和累积函数表

类别 符号

关系运算符 =, !=, >, <, >=, <=,
逻辑运算符 and, or, not, xor
算术运算符 +, -, *, /, mod
指数运算符 ˆ

累积函数 min, max, summation, product, count, alldiff

輳輮輳輮輲輮輲 约束部分（#required）

这一部分声明了所有变量及其定义域，以及变量和输入参数之间的约束关系。约

束部分包含零个或多个语句，每个语句可以是变量声明、约束关系、或者是 forall

约束。其中，forall约束是一个高阶函数，它将指定的函数同时作用在某个复合类型

结构里的每一个元素上。

COPDL支持多种表达式形式，包括：

• 括号表达式；
• 原子表达式（如变量 A）；
• 一元表达式（如 not A）；
• 二元表达式（如 A+B）；
• forall 量词得到的累积表达式（如 summation [A[i] : forall i in [1,

10]]）；

• 函数调用（foo()）；
• exists量词对应的表达式（如 exists a (a in [1, 10])）；
• 条件表达式（如 if a (b=1) (else (b=0))）。

同时，COPDL支持许多内置运算符和累积函数（见表 3.1）。

关于 COPDL的更多说明和样例，可以参考附录 A。

輳輮輳輮輲輮輳 目标部分（#objective）

这一部分声明了零个或一个目标函数。若没有目标函数，则该问题是约束满足问

题，最终自动生成的程序将在找到第一个可行解时立即停止并返回；否则，程序将搜

索使得目标函数值最优的解。

輳輮輳輮輲輮輴 输出部分（#output）

这一部分声明了零个或多个表达式，作为额外的信息输出。
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#input
A of int in [1,10^6];
B of int in [1,10^6];

#required
G of int in [0,?];
X of int;
Y of int;
A = G * X;
B = G * Y;

#objective
maximize G;

图 3.11 最大公约数问题的 COPDL描述

輳輮輴 经典问题的 COPDL描述示例

在 3.1节和 3.2节中已分别展示了两个经典问题的 COPDL描述示例，包括 𝑁 皇后

问题（图 3.1）以及立方体问题（图 3.5），此外，在后续的 3.5节中还将展示另一个经
典规划问题——0/1背包问题的描述示例（图 3.18）。本节额外给出了两个经典问题的
COPDL描述示例，分别是数论中的最大公约数问题，以及图论中的最短路径问题。

輳輮輴輮輱 最大公约数问题

最大公约数问题的自然语言描述：给定两个正整数 𝐴 和 𝐵，求最大的正整数 𝐺，

满足 𝐺 同时是 𝐴和 𝐵的约数。图 3.11给出了该问题的 COPDL描述。

輳輮輴輮輲 最短路径问题

最短路径问题的自然语言描述：图中包含 𝑛 个结点，用邻接矩阵 𝑑 的形式给出

结点之间的边长，求从结点 1 到结点 𝑛 的一条最短路径 𝑝。图 3.12 给出了该问题的
COPDL描述。

輳輮輵 从组合优化约束模型自动产生求解程序源代码的算法

图 3.13展示了 COPDL2C将 COPDL描述转化为 C程序的处理过程。整个过程主
要分为三步，分别是变量类型推导（3.5.1节），独立变量选取（3.5.2节）以及程序自
动生成（3.5.3节）。
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#input
n of int in [1,100];
d of (int in [0,100])[1~n][1~n];

#required
l of int in [1,n];
p of (int in [1,n])[1~l];
p[1] = 1;
p[l] = n;

#objective
minimize summation [d[p[i]][p[i+1]] : forall i];

图 3.12 最短路径问题的 COPDL描述

程序自动生成

生成基于循环的程序

生成基于递归的程序

COPDL描述

独立变量选取变量类型推导

C 程序

COPDL2C

图 3.13 COPDL2C处理步骤

輳輮輵輮輱 变量类型推导

给定一个 COPDL描述，COPDL2C 首先通过词法分析和语法分析创建标识符表。

具体来说，COPDL2C 基于 JavaCC （Kodaganallur 2004） 和 Java Tree Builder (JTB)
（UCLA Compilers Group 2005） 构建了 COPDL的词法和语法分析器，通过遍历抽象

语法树，提取所有标识符及其类型，产生标识符表。

类似于传统编译器的符号表，COPDL2C 的标识符表记录了每个参数和变量的名

字以及类型。不同的是，标识符表额外记录了（1）每个标识符的类型是输入参数还是
变量；（2）每个标识符的取值范围，这些取值范围将被 FBBT算法用于计算每个变量
更紧的上下界。表 3.2是立方体问题的标识符表。

表 3.2 立方体问题的标识符表

标识符 参数 輯变量 类型 輦范围
𝑉 参数 int in [1,104]
𝐿 变量 int in [1,104]
𝑊 变量 int in [1,104]
𝐻 变量 int in [1,104]
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#required
A of int in [1, 5];
B of int in [1, 10];
C of int in [1, 500];
D of int in [1, 250000];
C = A * B ^ 2;
D = B ^ 2 * C ^ 2;

图 3.14 一个特殊的 #required部分示例

輳輮輵輮輲 独立变量选取

有了标识符表之后，本步骤的目标是从变量集中选取最小的独立变量集 I𝑜𝑝𝑡。一
个独立变量集是最小的，当且仅当集合内所有变量取值范围的笛卡尔积最小。I𝑜𝑝𝑡 实
际上决定了目标程序的搜索空间大小，因此，独立变量集越小，生成程序的运行效率

一般就越高。

为了找到 I𝑜𝑝𝑡，首先需要识别出所有的变量依赖关系（3.5.2.1节），然后采用启发
式搜索的方式，从V 的所有子集中找到最小的独立变量集（3.5.2.2节）。

輳輮輵輮輲輮輱 变量依赖识别

本节使用一个具体的例子说明整个处理过程。

图 3.14定义了 4个变量（A，B，C，D）和两个约束关系。根据第一个约束，C对
集合 {A, B}具有依赖，因为一旦这两个变量值确定，就能唯一确定 C的值。这个依赖
关系可以形式化地表示为：

𝐶 C 𝑃𝐴 ∧ 𝑃𝐵 (3.2)

类似的，通过将第一个约束变形为 𝐴 = 𝐶/𝐵2，可以得到 A的一个依赖关系

𝐴 C 𝑃𝐵 ∧ 𝑃𝐶 (3.3)

不过，B并不依赖集合 {A, C}，因为即使给定这两个变量的取值，也无法通过变形
后的方程 𝐵 = ±

√︁
𝐶/𝐴唯一确定 B的值。

对于第二个约束，还可以得到变量 D的一个依赖关系：

𝐷 C 𝑃𝐵 ∧ 𝑃𝐶 (3.4)

輳輮輵輮輲輮輲 变量子集枚举

COPDL2C 将所有变量按照取值范围从小到大排序，然后采用启发式回溯搜索的

方式找到最小的独立变量集，算法伪代码如图 3.15。
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输入輺依赖关系集 𝐷𝐸𝑃，变量集V
输出輺最小独立变量集 I𝑜𝑝𝑡

輱 轆轵轮轣轴轩软轮 Main(𝐷𝐸𝑃,V)輺
輲 I𝑜𝑝𝑡 ←V;
輳 GetIndependentVar (𝐷𝐸𝑃, ∅,V);
輴 轲轥轴轵轲轮 I𝑜𝑝𝑡 ;
輵 轆轵轮轣轴轩软轮 GetIndependentVar (𝐷𝐸𝑃,I,V ′)輺

/* 若不存在未定值变量，则 I 为更小的独立变量集 */
輶 U ← 𝑢𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑒𝑑 (I, 𝐷𝐸𝑃);
輷 轩车 U = ∅ 轴轨轥轮
輸 I𝑜𝑝𝑡 ← I;
輹 轲轥轴轵轲轮;

輱輰 轥轮轤
/* 若待选变量集V ′为空，该分支无可行解，剪枝 */

輱輱 轩车 V ′ = ∅ 轴轨轥轮
輱輲 轲轥轴轵轲轮;
輱輳 轥轮轤

/* 若添加范围最小的变量 𝑣都会导致 I 不小于 I𝑜𝑝𝑡，剪枝 */
輱輴 𝑣←V ′中取值范围最小的变量;
輱輵 轩车 |I ∪ {𝑣}| ≥

��I𝑜𝑝𝑡 �� 轴轨轥轮
輱輶 轲轥轴轵轲轮;
輱輷 轥轮轤

/* 尝试将 𝑣加入 I */
輱輸 GetIndependentVar (𝐷𝐸𝑃,I ∪ {𝑣},V ′ ∩ 𝑢𝑛𝑑𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑒𝑑 (I ∪ {𝑣}, 𝐷𝐸𝑃));

/* 尝试不将 𝑣加入 I */
輱輹 GetIndependentVar (𝐷𝐸𝑃,I,V ′ − {𝑣});

图 3.15 寻找最小独立变量集的算法伪代码

以图 3.14定义的变量和约束关系为例。按照取值范围从小到大排序后的变量列表
为 [A, B, C, D]。COPDL2C首先尝试将 A放入候选集合 I1。由于 A自身无法唯一确
定其他任何变量的值，COPDL2C接着将 B也放入候选集合。根据依赖关系式 (3.2)和
(3.4)，变量 C和 D的值均能够被唯一确定。至此，所有不在候选集合中的变量也能被
唯一确定，因此 I1 = {𝐴, 𝐵}成为当前的最优独立变量集。

在后续的探索中，A被移出候选集合而 B被加入候选集合。此时没有任何其他变

量能被唯一确定。之后无论在候选集合中加入任何变量，候选集合都会大于 I1，因
此这一分支被提前剪掉。继续重复上述搜索过程，最终，对于该示例来说，I𝑜𝑝𝑡=I1 =
{𝐴, 𝐵}。
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輳輮輵輮輳 程序代码生成

根据 I𝑜𝑝𝑡 中独立变量的类型情况，COPDL2C 生成基于循环的程序（3.5.3.1 节）
或基于递归的程序（3.5.3.2节）。

输入輺参数变量 A，约束集 R，目标函数 𝑂

输出輺找到的目标函数最优值 _𝑏𝑒𝑠𝑡__𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡
輱 轆轵轮轣轴轩软轮 IterationBasedSearch (A,R, 𝑂)輺

/* 1. 将 _𝑏𝑒𝑠𝑡__𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 初始化为一个不合法的值 */
輲 _𝑏𝑒𝑠𝑡__𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 = ∅;

/* 2. 多重循环枚举最小独立变量集 𝐼𝑜𝑝𝑡 = {𝑖𝑣1, . . . , 𝑖𝑣𝑝}中各变量取值
*/

輳 车软轲轥轡轣轨 𝑖𝑣1 = 𝑣𝑎𝑢𝑙𝑒 | 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 ∈ 𝑖𝑣1的定义域 轤软
輴

. . .

輵 车软轲轥轡轣轨 𝑖𝑣𝑝 = 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 | 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 ∈ 𝑖𝑣𝑝 的定义域 轤软
/* 3. 计算非独立变量的值 */

輶 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒𝑠(𝑉 − 𝐼𝑜𝑝𝑡 , 𝑖𝑣1, . . . , 𝑖𝑣𝑝);
/* 4. 检查是否所有约束均被满足 */

輷 轩车 ∀𝑟 ∈ R，𝑟 为真 轴轨轥轮
/* 5. 计算目标函数值 */

輸 _𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ← 𝑂 (A,V);
/* 6. 如果找到了更好的解，更新 _𝑏𝑒𝑠𝑡__𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 */

輹 轩车 _𝑏𝑒𝑠𝑡__𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 = ∅ or _𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 优于 _𝑏𝑒𝑠𝑡__𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 轴轨轥轮
輱輰 _𝑏𝑒𝑠𝑡__𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ← _𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡;
輱輱 轥轮轤
輱輲 轥轮轤
輱輳 轥轮轤
輱輴 轥轮轤

图 3.16 基于循环的程序的实现逻辑

輳輮輵輮輳輮輱 生成基于循环的枚举算法程序

若独立变量集中的所有独立变量均为基本类型，COPDL2C 将每个独立变量当作

循环变量，然后采用嵌套的 for循环枚举每个赋值组合，计算所有非独立变量值，检

查所有约束是否都能满足，计算目标函数值并更新最优解，从而实现基于循环的程序。

由于 I𝑜𝑝𝑡 理论上对应的搜索空间最小，因此生成的程序在没有剪枝的显式枚举程序中
效率是最高的。

最终生成的基于循环的程序将包含如下 5个部分：

• _input(...)：从命令行读取 #input部分定义的输入参数值；
• _output(...)：打印最优解以及 #output部分的表达式；

40



第三章 问题描述语言 COPDL和程序自动生成方法 COPDL2C

• _update(...)：比较当前解与之前最优解的好坏，若当前解更优，则更新最优
解_best__result；

• _solve(...)：枚举独立变量的所有赋值组合，计算所有非独立变量值，检查
所有约束是否满足，计算目标函数值等主体工作，其实现逻辑参见图 3.16；

• main()：将上述函数整合到一个完整的程序中。

輳輮輵輮輳輮輲 生成基于递归的程序

动机：若一个独立变量 𝑖𝑣 是复合类型的（数组或集合），假设其包含 𝑁 个元素。

如果强行生成基于循环的程序，需要定义 𝑁 个循环变量对应 𝑖𝑣的每个元素，并使用 𝑁

重嵌套的 for循环来实现显式枚举。这种形式不仅会导致求解程序代码过长，还会导

致编译过慢、最终的可执行文件体积过大等问题，显然是不好的。因此，当某个独立

变量 𝑖𝑣 是复合类型的时候，COPDL2C 生成基于递归的程序，使用递归函数调用来实

现隐式枚举。图 3.17展示了基于递归搜索的算法伪代码。

输入輺参数变量 A，约束集 R，目标函数 𝑂

输出輺找到的目标函数最优值 _𝑏𝑒𝑠𝑡__𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡
輱 轆轵轮轣轴轩软轮 Main(A,R, 𝑂)輺

/* 1. 将 _𝑏𝑒𝑠𝑡__𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 初始化为一个不合法的值 */
輲 _𝑏𝑒𝑠𝑡__𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 = ∅;
輳 RecursionBasedSearch (A,R, 𝑂, 1) 轲轥轴轵轲轮 _𝑏𝑒𝑠𝑡__𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡;
/* 2. 递归枚举最小独立变量集 𝐼𝑜𝑝𝑡 = {𝑖𝑣1, . . . , 𝑖𝑣𝑝}中各变量取值 */

輴 轆轵轮轣轴轩软轮 RecursionBasedSearch (A,R, 𝑂, 𝑠𝑡𝑒𝑝)輺
/* 完成对所有独立变量的赋值 */

輵 轩车 𝑠𝑡𝑒𝑝 > 𝑝 轴轨轥轮
/* 3. 计算非独立变量的值 */

輶 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒𝑠(𝑉 − 𝐼𝑜𝑝𝑡 , 𝑖𝑣1, . . . , 𝑖𝑣𝑝);
/* 4. 检查是否所有约束均被满足 */

輷 轩车 ∀𝑟 ∈ R，𝑟 为真 轴轨轥轮
/* 5. 计算目标函数值 */

輸 _𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ← 𝑂 (A,V);
/* 6. 如果找到了更好的解，更新 _𝑏𝑒𝑠𝑡__𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 */

輹 轩车 _𝑏𝑒𝑠𝑡__𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 = ∅ or _𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 优于 _𝑏𝑒𝑠𝑡__𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 轴轨轥轮
輱輰 _𝑏𝑒𝑠𝑡__𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ← _𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡;
輱輱 轥轮轤
輱輲 轥轮轤
輱輳 轲轥轴轵轲轮;
輱輴 轥轮轤
輱輵 车软轲轥轡轣轨 𝑖𝑣𝑠𝑡𝑒𝑝 = 𝑣𝑎𝑢𝑙𝑒 | 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 ∈ 𝑖𝑣𝑠𝑡𝑒𝑝 的定义域 轤软
輱輶 RecursionBasedSearch (A,R, 𝑂, 𝑠𝑡𝑒𝑝 + 1);
輱輷 轥轮轤

图 3.17 基于递归的程序的实现逻辑

41



北京大学博士研究生学位论文

自然语言描述 COPDL描述

将 𝑁 个物品放入容量为 𝐶

的背包，第 𝑖 个物品（𝑖 ∈
𝑁）的重量为 𝑊𝑖，价值为
𝑉𝑖。

将物品的子集 𝑠𝑒𝑙 ⊆
[1, . . . , 𝑁] 放入背包，要求
背包内物品的总重量不超
过 𝐶。

最大化背包内物品总价值。

#input
N of int in [1,100];
C of int in [1,1000];
W of (int in [1,1000])[1~N];
V of (int in [1,1000])[1~N];

#required
sel of (int in [1,N]){};
summation

[W[i] : forall i (i in sel)]
<= C;

#objective
maximize summation

[V[i] : forall i (i in sel)];

图 3.18 0/1背包问题的自然语言描述与 COPDL描述

自动生成方法：与基于循环的程序相比，基于递归的程序只是在 _solve(...)的

实现上有所不同。具体来说，对于每个具有复合数据类型的独立变量 VAR，COPDL2C

定义了辅助函数 _find_VAR(...)来枚举 VAR里所有元素的赋值组合。具体来说，

• 若 VAR是一个数组类型的变量，其下标范围为 [1..𝑁]。_solve(...)以“1”为参
数调用 _find_VAR(...)，代表下一步需要为 VAR[1] 赋值。_find_VAR(...)

在获得一个参数 𝑖 后，首先检查 𝑖 是否超过下标的上界 𝑁；若没有超过，使用

单个 for循环枚举 VAR[i]的取值，并以 (𝑖 + 1) 为参数递归调用自身，表示需
要为下一个元素赋值。不断递归直至参数 𝑖 超过 𝑁，此时就得到了 VAR里所有

元素的一个赋值组合。

• 若 VAR是一个集合类型的变量，其全集的元素个数为 𝑁。COPDL2C 简单地将

其视为长度为 𝑁 的布尔类型数组，数组中第 𝑖 个元素为的值决定了全集中的第

𝑖 个元素是否属于该集合。之后，就可以按照数组类型变量的处理方法枚举这

个布尔类型数组的赋值组合。

对于图 3.18给出的 0/1背包问题，最小独立变量集为 {sel}，其中 sel是一个集
合类型的变量。COPDL2C将 sel转化为布尔数组变量 sel2，然后生成图 3.19中展示
的 _find_sel(...)和 _solve(...)两个函数，实现对 sel2所有赋值情况的枚举。

輳輮輶 COPDL及 COPDL2C的有效性验证实验设计与结果
本节通过实验评估 COPDL及 COPDL2C的有效性，即 COPDL和 COPDL2C能否
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// _find_sel(...)递归调用自身，枚举第 𝑖个元素是否要加入子集
void _find_sel(int _step) {

if (_step > N) {
_result = total value of selected items;
if (!(total weight of selected items <= C))

return;
_update();
return;

}
for (sel2[_step] = 0; sel2[_step] <= 1; sel2[_step]++)

_find_sel(_step + 1);
}

// _solve()调用 _find_sel(...)去探索第一个物品是否加入子集
void _solve() {

_best__result = -1;
_find_sel(1);

}

图 3.19 0/1背包问题对应的基于递归的程序

广泛应用于多种问题的建模与求解。

輳輮輶輮輱 数据集

实验使用的数据集包含 49 个问题，由大一、大二计算机专业程序设计和算法分
析类基础课程在 2018–2019学年及 2019–2020学年的所有期末考试题组成。这些课程
包括计算概论 A（2018年秋季学期，2019年秋季学期），程序设计实习（2019年春季
学期，2020年春季学期），以及数据结构与算法 A（2018年秋季学期，2019年秋季学
期）。数据集具体信息及详细实验结果参见附录 B。

輳輮輶輮輲 实验设计及实验结果

本文作者对数据集中的每个问题分别编写最接近题意的 COPDL 描述，然后使用

COPDL2C生成相应的 C语言程序，并提交到评测系统获得评测结果。

如表 3.3所示，在全部 49个问题中。COPDL2C能够在 22个（44.9%）问题上生
成能够完全通过测试的正确程序，在计算概论课程的期末考试数据集上表现甚至略优

于学生的平均水平，而在程序设计实习课程的期末考试上也能达到及格的水平。同时，

COPDL2C 在 20个（40.9%）问题上生成了正确但不够高效的求解程序，对于部分的
测试数据能够在规定时间限制内给出正确的解。这 20 个问题都是比较具有挑战性的
问题，高效求解需要在代码中实现特定的优化技术（例如，搜索剪枝、动态规划、贪
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表 3.3 COPDL及 COPDL2C在数据集中 49个问题上的有效性评估

课程及年份 总计 无法表达 部分可解 完全可解 学生平均

计算概论 2018秋 8 1 (12.5%) 1 (12.5%) 6 (75.0%) 5.8 (72.5%)
计算概论 2019秋 9 0 (0%) 2 (22.2%) 7 (77.8%) 6.3 (70.0%)
程序设计实习 2019春 12 1 (8.3%) 7 (58.3%) 4 (33.3%) 4.5 (37.5%)
程序设计实习 2020春 8 0 (0%) 5 (62.5%) 3 (37.5%) 4.8 (60.0%)
数据结构与算法 2018秋 6 3 (50.0%) 3 (50.0%) 0 (0%) 2.4 (40.0%)
数据结构与算法 2019秋 6 2 (33.3%) 4 (66.7%) 0 (0%) 3.2 (53.3%)

总计 49 7 (14.3%) 22 (44.9%) 20 (40.9%) 27.0 (55.1%)

心、分治等）。此外，有 7 个问题无法使用 COPDL 描述，原因是这些问题里包含复

杂格式输出操作（如输出直方图）、对字符串的复杂操作（如字符串匹配），以及过程

控制（模拟）类的操作，而 COPDL暂时没有提供描述这类操作的支持；或者问题为

数据结构应用题（例如使用堆栈计算中缀表达式的值）、程序填空等非组合优化问题，

不在 COPDL的问题域中。

结论 輳輮輱： COPDL 具有一定的适用性，能够描述多种不同的问题。同时，

COPDL2C 是可靠的，对于正确的问题描述，COPDL2C 总能生成正确的程序，

只是在效率上可能不如人工设计的程序。

輳輮輷 本章小结

本章主要介绍了 COPDL 问题描述语言的设计以及基于 COPDL 的基本程序自动

生成算法 COPDL2C 的设计和实现。首先以立方体问题为例，展示了 COPDL 描述的

形式和 COPDL2C 的程序自动生成流程，其次，介绍了 COPDL 的具体设计，包括核

心语法和各部分细节，并展示了一些经典问题的 COPDL描述示例，最后，详细介绍

程序自动生成算法 COPDL2C生成枚举算法程序和递归算法程序的方法。

本章的主要创新点包括：

1. 设计了适合用于程序自动生成的组合优化问题描述语言 COPDL，通过对参数

变量取值范围的严格限定，使得后续算法和工具可以针对一类问题的静态特性

完成程序自动生成工作，而非仅针对某个特定的问题实例；

2. 提出了基于 COPDL的基础程序自动生成算法，能够根据用户提供的 COPDL问

题描述，通过启发式搜索和预设规则等，产生循环和递归算法程序，为下一节

引入基于问题特性的高级优化算法奠定基础。
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第四章 程序自动生成方法 COPDL2C中的搜索剪枝和
动态规划优化

上一章的 COPDL2C 能够对组合优化问题模型自动生成正确的基础求解程序。然

而，相比于人工编写的程序以及现有的求解器，这些程序还不够高效。因为在使用枚

举求解时，相同子问题会被重复计算，严重影响求解效率。本章在原始 COPDL2C 工

具的基础上，提出了一种自动判定搜索剪枝和动态规划等优化性质的存在性的方法，

并根据判定结果在所生成的求解程序中自动加入相应的优化语句，大幅提高了自动生

成的求解程序的效率。本章首先分析了自动实现搜索剪枝和动态规划的难点所在。随

后各节详细给出了自动实现搜索剪枝和动态规划优化的具体方法。最后，通过实验验

证了优化算法的有效性。

輴輮輱 组合优化问题求解的搜索剪枝和动态规划优化

求解组合优化问题时，一个通用的约束求解器往往采用搜索的办法去找到满足所

有约束条件且是目标函数最优化的一组变量赋值。这种搜索不可避免地会对搜索树中

不同分支下的等价子问题进行多次重复计算，导致在最坏情况下，搜索的复杂度高达

𝑂 (𝑀𝑁 )，其中 𝑁 是待赋值变量的个数，𝑀 是搜索树中每个结点的平均分支数。

约束求解器的研究者们已经提出了许多方法来尽可能避免或减少重复搜索，但经

典的优化方法，均是已经给定问题实例的前提下，在求解的过程中动态应用的。而这

些技术并不能迁移到针对一类问题所有实例求解的程序自动生成方法上。COPDL2C

通过采用基于静态分析的搜索剪枝优化来提高搜索效率。搜索剪枝优化是根据当前所

处状态，自动估计该分支下是否存在目标解，并在无目标解时及时停止对无效分支的

探索，从而减少搜索结点，提高搜索效率。搜索剪枝优化大体可以分为可行性剪枝和

最优性剪枝两类，分别针对当前分支下无可行解、或无更优解的情况实现剪枝操作。

在静态分析中自动实现搜索剪枝，存在两个主要挑战：

1. 如何从问题模型中提炼出可行性条件，作为可行性剪枝的判断标准；
2. 如何从问题模型中提炼出最优性条件，作为最优性剪枝的判断标准。

动态规划是另一种求解组合优化问题的经典方法。给定一个问题，动态规划将其

分解为更简单的子问题，依次求解每个子问题至多一次，并将子问题的解以表格形式

存储。当再次遇到已经解决过的子问题时，不再重复求解，而是直接从表格中获取解。

动态规划作为一种有一定适用条件的方法，虽然不像搜索那样能够普遍适用于对任意
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程序自动生成

生成基于循环的程序

生成基于递
归的程序

COPDL描述

独立变量选取变量类型推导

C 程序

COPDL2C

搜索剪枝
动态规划

图 4.1 添加高级优化技术后的 COPDL2C框架

组合优化问题的约束求解，但对于适用的问题来说，动态规划的求解效率要远高于搜

索的求解效率。然而，现有的通用求解器均没有直接将动态规划应用于约束求解，因

为这样做存在三个主要挑战：

1. 如何自动判断动态规划适用于给定的组合优化问题；
2. 针对适用问题，如何设计和实现动态规划求解；
3. 若对于同一个问题存在多种动态规划求解方法，如何自动比较它们的优劣并选
择最优方法。

本章重点研究如何在 COPDL2C 的基础上，将搜索剪枝和动态规划这两大类高级

优化技术自动应用于程序优化，从而大幅提高求解效率。图 4.1展示了添加了高级优
化技术（灰色部分）后的 COPDL2C整体框架。

輴輮輲 搜索剪枝优化

搜索剪枝优化是一种广泛应用于搜索算法的优化策略，通过在搜索过程中加入 if

判断，提前删去一定不可能得到可行解或更优解的分支，从而减少搜索空间，提高搜

索效率。COPDL2C能够对程序自动应用两类经典剪枝方法：

• 可行性剪枝：若当前某个约束条件已经不可能被满足了，那么无论剩余未赋值
独立变量如何赋值，也不可能找到可行解，因此可以将这一分支提前删去。

• 最优性剪枝：若无论剩余未赋值独立变量如何赋值，都不可能使目标函数值比
当前最优解更优，即在这一分支下不可能得到更优解，则将此分支提前删去。

为了实现这两类剪枝的自动生成，本章提出了子约束表达式值域受限和目标函数

值域受限两个性质，分别用于判定给定问题模型能否应用可行性剪枝和最优性剪枝，

并在静态分析过程中实现对输入问题模型的这两个性质的自动分析，使得 COPDL2C

可以利用搜索剪枝技术提高求解程序的求解效率。

輴輮輲輮輱 搜索剪枝在 輰輯輱背包问题上的应用示例

COPDL2C尝试从约束中自动发现可行性剪枝与最优性剪枝，并将剪枝以 if语句

的形式插入 _find_VAR(...)函数，在搜索的过程中提前删去无效的分支。
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void _find_sel_bp(int _step, int _sum1, int _sum2) {
if (_step > N) {

_result = _sum2;
if (!(_sum1 <= C))

return;
_update();
return;

}
int __sum1 = _sum1;
int __sum2 = _sum2;
for (sel2[_step] = 0; sel2[_step] <= 1; sel2[_step]++) {

_sum1 = __sum1;
_sum2 = __sum2;
if (sel2[_step])

_sum1 += W[_step];
if (sel2[_step])

_sum2 += V[_step];
// 可行性剪枝：若当前背包内物品总重量已超过 𝐶，剪枝

if (!(_sum1 <= C))
continue;

// 最优性剪枝：若当前背包内物品总价值加上潜在最大价值仍不超过最优解，剪枝
if (!(_sum2 + 1000 * (N - _step) > _best__result))

continue;
_find_sel_bp(_step + 1, _sum1, _sum2);

}
}

图 4.2 应用了剪枝优化的 _find_sel_bp(...)
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图 4.2展示了应用剪枝优化的 0/1背包问题（问题描述见图 3.18）的递归函数。在
这个优化后的函数中，分别加入了一个可行性剪枝和一个最优性剪枝。其中，可行性

剪枝为检查当前背包内重量和是否在背包的容量限制 𝐶 之内；若这条约束不成立，即

当前重量和已经超过 𝐶，那么无论之后如何取舍物品，最终的重量和不会减少，因此

这个分支下不存在可行解，可以直接跳过。类似的，加入的最优性剪枝预估了当前背

包内物品的价值和加上未来的最大可能收益是否能够超过当前最优解；如果不能，那

么这个分支下不存在更优解，同样可以直接跳过。

輴輮輲輮輲 可行性剪枝优化

COPDL2C自动分析问题模型的性质——子约束表达式值域受限性质 4.1，并利用
该性质确定能否针对该问题进行可行性剪枝。

性质 輴輮輱 (子约束表达式值域受限性质)輮 约束中包含独立变量的子约束表达式的值域受
限于参数变量值和其他独立变量的值域。

COPDL2C 先将约束拆成两个子约束表达式，然后分别利用变量的取值范围估计

这两个子约束表达式的值域，最后用一个子约束表达式的值域范围去限制另一个子约

束表达式的值域范围，并生成相应的可行性剪枝判定条件。

輴輮輲輮輲輮輱 约束拆解

COPDL2C首先将一个约束拆成如式 (4.1)所示形式，

𝑃(I1) 〈𝑐𝑚𝑝〉𝑄(I2) (4.1)

其中，𝑃和 𝑄分别是原约束的子约束表达式，〈𝑐𝑚𝑝〉是一个比较符（大于 >、小于 <、

大等于 ≥、小等于 ≤ 和等于 =），I1 和 I2 是两个互斥的独立变量集合，即满足I1 ⊆
I𝑜𝑝𝑡 ,I2 ⊆ I𝑜𝑝𝑡 ,I1 ∩ I2 = ∅。
以 0/1背包问题为例，原模型中的约束为式 (4.2)：∑︁

𝑖∈𝑠𝑒𝑙
𝑊𝑖 ≤ 𝐶 (4.2)

在 COPDL2C中，由于集合被转化为 0-1数组，因此约束被表示为式 (4.3)：
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑊𝑖 · 𝑠𝑒𝑙𝑖 ≤ 𝐶 (4.3)

在不同的 𝑘 处对该约束作拆分，可以得到不同子约束表达式之间的关系式 (4.4)：

𝑃(𝑠𝑒𝑙1, . . . , 𝑠𝑒𝑙𝑘) =
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑊𝑖 · 𝑠𝑒𝑙𝑖 ≤ 𝐶 −
𝑁∑︁

𝑖=𝑘+1
𝑊𝑖 · 𝑠𝑒𝑙𝑖 = 𝑄(𝑠𝑒𝑙𝑘+1, . . . , 𝑠𝑒𝑙𝑁 ) (4.4)
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輴輮輲輮輲輮輲 值域估计

COPDL2C 根据独立变量和参数变量的取值范围，结合初等函数的单调性、极值

等，可以对子约束表达式 𝑃和 𝑄的值域做一个粗略的估计。

在 0/1背包问题的例子中，由于 0 < 𝑊𝑖 ≤ 𝑚𝑎𝑥𝑊，𝑠𝑒𝑙𝑖 ∈ [0, 1]，可以得到式 (4.5)
和 (4.6)：

𝑃(𝑠𝑒𝑙1, . . . , 𝑠𝑒𝑙𝑘) =
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑊𝑖 · 𝑠𝑒𝑙𝑖 ∈ [0, 𝑚𝑎𝑥𝑊 · 𝑘] (4.5)

𝑄(𝑠𝑒𝑙𝑘+1, . . . , 𝑠𝑒𝑙𝑁 ) = 𝐶 −
𝑁∑︁

𝑖=𝑘+1
𝑊𝑖 · 𝑠𝑒𝑙𝑖 ∈ [𝐶 − 𝑚𝑎𝑥𝑊 · (𝑁 − 𝑘), 𝐶] (4.6)

輴輮輲輮輲輮輳 生成可行性剪枝判定条件

COPDL2C根据比较符 〈𝑐𝑚𝑝〉，尝试用 𝑄 的值域去为 𝑃设置可行性约束。具体来

说，有式 (4.7)–(4.11)：

𝑃 > 𝑄 ⇒ 𝑃 > 𝐿𝐵(𝑄) (4.7)

𝑃 < 𝑄 ⇒ 𝑃 < 𝑈𝐵(𝑄) (4.8)

𝑃 ≥ 𝑄 ⇒ 𝑃 ≥ 𝐿𝐵(𝑄) (4.9)

𝑃 ≤ 𝑄 ⇒ 𝑃 ≤ 𝑈𝐵(𝑄) (4.10)

𝑃 = 𝑄 ⇒ 𝑃 ≥ 𝐿𝐵(𝑄) ∧ 𝑃 ≤ 𝑈𝐵(𝑄) (4.11)

其中 𝐿𝐵和𝑈𝐵分别表示相应子约束表达式的下界和上界。

如果某子约束表达式 𝑃的值域因此受到限制，就可以产生相应的判断条件，用于

进行可行性剪枝。

对于 0/1背包问题来说，𝑃 ≤ 𝑄，根据式 (4.10)得到新的约束式 (4.12)：

𝑃 ≤ 𝑈𝐵(𝑄) = 𝐶 (4.12)

这使得 𝑃 的上界变得更紧了。因此，可以将式 (4.13)作为该问题的求解程序的可行性
判定条件式，用于可行性剪枝优化。

𝑃 =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑊𝑖 ≤ 𝐶 (4.13)

輴輮輲輮輳 最优性剪枝优化

COPDL2C自动分析问题模型的性质——目标函数值域受限性质 4.2，并利用该性
质确定能否针对该问题进行最优性剪枝。
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性质 輴輮輲 (目标函数值域受限性质)輮 目标函数的值域受限于包含独立变量的子目标函数
值以及参数变量值和其他独立变量的值域。

COPDL2C 先将约束拆成两个子目标函数，然后利用变量的取值范围估计其中一

个子目标函数的值域，最后用这个被估计的子目标函数函数的值域范围以及另一个子

目标函数的确定值去限制整个目标函数的值域范围，并生成相应的最优性剪枝判定条

件。

輴輮輲輮輳輮輱 约束拆解

COPDL2C首先将目标函数拆成如式 (4.14)所示形式：

𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒 | 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒 𝑃(I1) 〈𝑏𝑖𝑛𝑜𝑝〉𝑄(I2) (4.14)

其中，𝑃 和 𝑄 分别是原约束的子函数，〈𝑏𝑖𝑛𝑜𝑝〉 是一个二元运算符（算术运算符、逻
辑运算符、指数运算符），I1 和 I2 是两个互斥的独立变量集合，即满足I1 ⊆ I𝑜𝑝𝑡 ,I2 ⊆
I𝑜𝑝𝑡 ,I1 ∩ I2 = ∅。
以 0/1背包问题为例，原模型中的约束为式 (4.15)：

𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒
∑︁
𝑖∈𝑠𝑒𝑙

𝑉𝑖 (4.15)

在 COPDL2C中，由于集合被转化为 0-1数组，因此约束被表示为式 (4.16)：

𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑉𝑖 · 𝑠𝑒𝑙𝑖 (4.16)

在不同的 𝑘 处对该约束作拆分，可以得到子目标函数式 (4.17)–(4.19)：

𝑃(𝑠𝑒𝑙1, . . . , 𝑠𝑒𝑙𝑘) =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑉𝑖 · 𝑠𝑒𝑙𝑖 (4.17)

𝑄(𝑠𝑒𝑙𝑘+1, . . . , 𝑠𝑒𝑙𝑁 ) =

𝑁∑︁
𝑖=𝑘+1

𝑉𝑖 · 𝑠𝑒𝑙𝑖 (4.18)

𝑂 = 𝑃 +𝑄 (4.19)

輴輮輲輮輳輮輲 值域估计

COPDL2C 根据独立变量和参数变量的取值范围，结合初等函数的单调性、极值

等，可以对子目标函数 𝑄的值域做一个粗略的估计。

在 0/1背包问题的例子中，由于 0 < 𝑉𝑖 ≤ 𝑚𝑎𝑥𝑉，𝑠𝑒𝑙𝑖 ∈ [0, 1]，可以得到式 (4.20)：

𝑄(𝑠𝑒𝑙𝑘+1, . . . , 𝑠𝑒𝑙𝑁 ) =
𝑁∑︁

𝑖=𝑘+1
𝑉𝑖 · 𝑠𝑒𝑙𝑖 ∈ [0, 𝑚𝑎𝑥𝑉 · (𝑁 − 𝑘)] (4.20)
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輴輮輲輮輳輮輳 生成可行性剪枝判定条件

COPDL2C根据二元运算符 〈𝑏𝑖𝑛𝑜𝑝〉 的单调性，尝试用 𝑃 的值和 𝑄 的值域去估计

当前搜索分支下目标函数 𝑂 的值域。以算术四则运算为例，有式 (4.21)–(4.24)：

𝑂 = 𝑃 +𝑄 ⇒ 𝐿𝐵(𝑂) = 𝑃 + 𝐿𝐵(𝑄) ∧𝑈𝐵(𝑂) = 𝑃 +𝑈𝐵(𝑄) (4.21)

𝑂 = 𝑃 −𝑄 ⇒ 𝐿𝐵(𝑂) = 𝑃 −𝑈𝐵(𝑄) ∧𝑈𝐵(𝑂) = 𝑃 − 𝐿𝐵(𝑄) (4.22)

𝑂 = 𝑃 · 𝑄 ⇒
𝐿𝐵(𝑂) = min{𝑃 · 𝐿𝐵(𝑄), 𝑃 ·𝑈𝐵(𝑄)}

∧ 𝑈𝐵(𝑂) = max{𝑃 · 𝐿𝐵(𝑄), 𝑃 ·𝑈𝐵(𝑄)}
(4.23)

𝑂 = 𝑃/𝑄 ⇒

𝐿𝐵(𝑂) =

min{𝑃/𝐿𝐵(𝑄), 𝑃/𝑈𝐵(𝑄)} 0 ∉ (𝐿𝐵(𝑄),𝑈𝐵(𝑄))

−∞ 0 ∈ (𝐿𝐵(𝑄),𝑈𝐵(𝑄))

∧ 𝑈𝐵(𝑂) =

max{𝑃/𝐿𝐵(𝑄), 𝑃/𝑈𝐵(𝑄)} 0 ∉ (𝐿𝐵(𝑄),𝑈𝐵(𝑄))

+∞ 0 ∈ (𝐿𝐵(𝑄),𝑈𝐵(𝑄))

(4.24)

其中 𝐿𝐵和𝑈𝐵分别表示相应子约束表达式的下界和上界。

如果 𝑂 的值域因此受到限制，就可以产生相应的判断条件，用于进行最优性剪

枝。

对于 0/1背包问题来说，目标为最大化 𝑂 = 𝑃 +𝑄，根据式 (4.21)得到 𝑂的更紧的

上界估计式 (4.25)：

𝑈𝐵(𝑂) = 𝑃 +𝑈𝐵(𝑄) =
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑉𝑖 + 𝑚𝑎𝑥𝑉 · (𝑁 − 𝑘) (4.25)

要保证当前搜索分支的最优性，即当前搜索分支下存在比之前已找到的最优解更

优的解，必要条件为 𝑈𝐵(𝑂) > 𝑂 𝑝𝑟𝑒𝑣𝑖𝑜𝑢𝑠。因此，可以为该问题的求解程序产生相应的

最优性判定条件式 (4.26)，作为最优性剪枝优化。

𝑈𝐵(𝑂) =
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑉𝑖 + 𝑚𝑎𝑥𝑉 · (𝑁 − 𝑘) > 𝑂 𝑝𝑟𝑒𝑣𝑖𝑜𝑢𝑠 (4.26)

只有当对目标函数的估计上界大于之前已经找到的最优解 𝑂 𝑝𝑟𝑒𝑣𝑖𝑜𝑢𝑠 时，才继续探索该

分支；否则可以证明该分支下不可能存在更优的解，不必再进一步深入探索。

輴輮輳 动态规划优化

动态规划适用于求解某个问题模型，前提是该模型具有以下两个性质（Cormen et
al 2009）：

1. 最优子结构性质：每个子问题的最优解可以通过其子问题的最优解构造而来。
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这个性质保证了动态规划是可用的，因为动态规划只保存及使用每个子问题的

一个最优解。

2. 重叠子问题性质：当问题被递归分解成子问题时，有些相同的子问题会重复出
现。这个性质保证了动态规划是有用的，因为只有存在多余的重复计算，动态

规划才能够利用记忆子问题的解的办法减少时间开销，提高求解效率。

COPDL2C在对产生程序进行动态规划优化时，分为四个步骤：

1. 模型预处理；
2. 检查约束模型性质；
3. 生成动态规划相关约束；
4. 比较不同动态规划求解方法，自动选择最优方法；

其中 2–4步分别对应解决了 4.1节里提到的三个主要挑战。

輴輮輳輮輱 模型预处理

对于选定的独立变量集，其所有累积函数（连加、连乘等）以及与其相关的循环

语句都需要被展开，转换为单步的迭代形式，以便后续优化算法能够定义子问题并进

行性质检查。

在 0/1背包问题中，𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘 被选定为独立变量，在原约束模型中存在两个约束
关系/目标函数包含与其相关的累积函数（式 (4.27)和式 (4.28)）。

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑊 [𝑖] · 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘 [𝑖] ≤ 𝐶 (4.27)

𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑉 [𝑖] · 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘 [𝑖] (4.28)

约束关系 (4.27)将被展开成式 (4.29)中的一系列约束关系。这里 𝑓𝑖 (𝑊, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘)
计算了前 𝑖 个物品中，被选进 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘 的物品的总重量；𝑐𝑖 (𝑊, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘) 是每一步
需要进行约束检查的一个中间值，本例中为“剩余的背包容量”，根据题意，必须始

终非负。
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𝑓0(𝑊, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘) = 0

𝑓1(𝑊, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘) = 𝑓0(𝑊, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘) +𝑊 [1] · 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘 [1]

𝑐1(𝑊, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘) = 𝐶 − 𝑓1(𝑊, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘)

𝑐1(𝑊, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘) ≥ 0
... (4.29)

𝑓𝑁 (𝑊, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘) = 𝑓𝑁−1(𝑊, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘) +𝑊 [𝑁] · 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘 [𝑁]

𝑐𝑁 (𝑊, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘) = 𝐶 − 𝑓𝑁 (𝑊, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘)

𝑐𝑁 (𝑊, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘) ≥ 0

类似地，目标函数式 (4.28)将被展开为式 (4.30)中的一系列约束关系。其中，函
数 𝑜𝑖 (𝑉, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘) 计算了前 𝑖个物品中，被选进 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘 的物品的总价值；𝑜𝑝𝑡𝑖 (𝑉)
是每一步的最优解。当 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘 的所有赋值均被探查之后，可以通过 𝑜𝑝𝑡𝑁 (𝑉) 得到
最优的目标函数值。

𝑜0(𝑉, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘) = 0

𝑜1(𝑉, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘) = 𝑜0(𝑉, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘) +𝑉 [1] · 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘 [1]

𝑜𝑝𝑡1(𝑉) = max
𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘

𝑜1(𝑉, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘)

... (4.30)

𝑜𝑁 (𝑉, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘) = 𝑜𝑁−1(𝑉, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘) +𝑉 [𝑁] · 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘 [𝑁]

𝑜𝑝𝑡𝑁 (𝑉) = max
𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘

𝑜𝑁 (𝑉, 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘)

輴輮輳輮輲 约束模型性质检查

COPDL2C依次检查中间模型是否具有动态规划的两个性质。

輴輮輳輮輲輮輱 检查最优子结构性质

定理 輴輮輱輮 给定两组函数集合（“·”代表参数列表）：

𝑂 = {𝑜0(·), 𝑜1(·), · · · , 𝑜𝑛(·)} (4.31)

𝑂𝑝𝑡 = {𝑜𝑝𝑡0(·), 𝑜𝑝𝑡1(·), · · · , 𝑜𝑝𝑡𝑛(·)} (4.32)

对于任意 𝑖 ∈ [1, 𝑛]，若
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• 𝑜𝑖 (·) = ℎ(𝑜𝑖−1(·), 𝑏[𝑖])，其中 𝑏 是被优化变量，ℎ 是对于 𝑜𝑖−1(·) 单调递增的函
数；

• 𝑜𝑝𝑡𝑖 (·) = max 𝑜𝑖 (·)。
那么 𝑜𝑝𝑡𝑖 (·)对于 𝑜𝑝𝑡𝑖−1(·)单调递增，即存在最优子结构性质。

证明. 对于任意 𝑖 ∈ [1, 𝑛]，
𝑜𝑖−1(·) ≤ max 𝑜𝑖−1(·) (4.33)

因为 ℎ对于 𝑜𝑖−1(·)单调递增，因此有

𝑜𝑖 (·) = ℎ(𝑜𝑖−1(·), 𝑏[𝑖]) ≤ ℎ(max 𝑜𝑖−1(·), 𝑏[𝑖]) = ℎ(𝑜𝑝𝑡𝑖−1(·), 𝑏[𝑖]) (4.34)

由于存在一组赋值使得等号成立，故

𝑜𝑝𝑡𝑖 (·) = max 𝑜𝑖 (·) = ℎ(𝑜𝑝𝑡𝑖−1(·), 𝑏[𝑖]) (4.35)

即 𝑜𝑝𝑡𝑖 (·)对于 𝑜𝑝𝑡𝑖−1(·)单调递增。 �

类似地，同样可以证明将定理 4.1中的 max换成 min，新的定理同样成立。

COPDL2C 检查中间模型中转换后的目标函数是否符合定理 4.1的条件，若符合，
意味着任意子问题的最优解可由其子问题的最优解计算而来，即该模型满足最优子结

构性质。

对于 0/1背包问题的模型，式 (4.30)是其转换后的目标函数。将其对应到定理 4.1
得到：

𝑜𝑖 (·) = ℎ(𝑜𝑖−1(·)) = 𝑜𝑖−1(·) +𝑉 [𝑖] ∗ 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘 [𝑖] (4.36)

可验证 ℎ对于 𝑜𝑖−1(·) 单调递增。经检查，该目标函数符合定理 4.1的条件，因此该模
型具有最优子结构性质。

輴輮輳輮輲輮輲 检查重叠子问题性质

定理 輴輮輲輮 给定两组函数集合（“·”代表参数列表）：

𝐹 = { 𝑓0(·), 𝑓1(·), · · · , 𝑓𝑛(·)} (4.37)

𝐶 = {𝑐0(·), 𝑐1(·), · · · , 𝑐𝑛(·)} (4.38)

对于任意 𝑖 ∈ [1, 𝑛]，若
• 𝑓0(·) = 𝑎，𝑎为常数；
• 𝑓𝑖 (·) = 𝑝( 𝑓𝑖−1(·), 𝑏[𝑖])，其中 𝑏 是每个元素均有多种不同合法取值的被优化变

量；
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• 𝑐𝑖 (·) = 𝑞( 𝑓𝑖−1(·), 𝑏[𝑖])。
那么 𝑓𝑛(·)和 𝑐𝑛(·)的计算过程在 𝑏的不同赋值之间存在重叠子问题性质。

证明. 使用数学归纳法证明 𝑓𝑛(·) 的计算过程在 𝑏 的不同赋值之间存在重叠子问题性

质。

• 𝑛 = 2时：假设有 𝑏的两个首元素相同的不同赋值 𝑏′
𝐴2 ≠ 𝑏

′′
𝐴2但 𝑏′

𝐴2 [1] = 𝑏′′𝐴2 [1]。
对于 𝑏′

𝐴2与 𝑏′′
𝐴2来说，计算

𝑓1(·) = 𝑝( 𝑓0(·), 𝑏[1]) (4.39)

的过程是完全相同的。由于 𝑓2(·) 的计算依赖于 𝑓1(·) 的计算，因此对于 𝑏′
𝐴2 与

𝑏′′
𝐴2 来说，在计算 𝑓2(·) 的过程中，对子问题 𝑓1(·) 的计算是重叠的，即 𝑓𝑛(·) 的
计算过程在 𝑏′

𝐴2与 𝑏′′
𝐴2之间存在重叠子问题。

• 𝑛 = 𝑘（𝑘 > 2）时：假设命题成立，即存在 𝑏的两个不同的赋值 𝑏′
𝐴𝑘

≠ 𝑏′′
𝐴𝑘
，使

得 𝑓𝑛(·)的计算过程在 𝑏′
𝐴𝑘
与 𝑏′′

𝐴𝑘
之间存在重叠子问题。

• 𝑛 = 𝑘 + 1 时：为了证明此命题，构造 𝑏 的两个赋值 𝑏′
𝐴(𝑘+1) 与 𝑏′′

𝐴(𝑘+1)，其中

𝑏′
𝐴(𝑘+1) 与 𝑏′

𝐴𝑘
的前 𝑘 项相同，𝑏′′

𝐴(𝑘+1) 与 𝑏′′
𝐴𝑘
的前 𝑘 项相同。由于 𝑏′

𝐴𝑘
≠ 𝑏′′

𝐴𝑘
，

𝑏′
𝐴(𝑘+1) ≠ 𝑏′′

𝐴(𝑘+1)。 𝑓(𝑘 + 1) (·) 的计算依赖于 𝑓𝑘 (·) 的计算，而 𝑓𝑘 (·) 的计算过程在
𝑏′
𝐴𝑘
与 𝑏′′

𝐴𝑘
之间存在重叠子问题，因此 𝑓(𝑘 + 1) (·) 的计算过程也存在重叠子问

题。

综上所述， 𝑓𝑛(·)的计算过程在 𝑏的不同赋值之间存在重叠子问题性质。

同理可证，𝑐𝑛(·)的计算过程在 𝑏的不同赋值之间也存在重叠子问题性质。 �

基于定理 4.2，COPDL2C 将中间模型中转化后的约束关系匹配到 𝐹 和 𝐶 得出 𝑝

和 𝑞。如果匹配成功，则该模型具有重叠子问题性质。

对于 0/1 背包问题的模型，式 (4.29) 是转换后的约束关系。将其匹配到定理 4.2
中，得到函数 𝑝（式 (4.40)）和函数 𝑞（式 (4.41)）：

𝑝( 𝑓𝑖−1(·), 𝑏[𝑖]) = 𝑓𝑖−1(·) +𝑊 [𝑖] · 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘 [𝑖] (4.40)

𝑞( 𝑓𝑖−1(·), 𝑏[𝑖]) = 𝐶 − 𝑓𝑖−1(·) +𝑊 [𝑖] · 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘 [𝑖] (4.41)

动态规划的核心思想是用空间换取时间，即通过存储和复用子问题的最优解来减

少重复计算。如果一个问题模型没有重叠子问题性质，那么 COPDL2C 不会试图对其

进行优化，因为这种模型无法通过复用中间结果来加速求解。不过，如果一个问题模

型有重叠子问题性质但没有最优子结构性质，虽然原问题不适合直接使用动态规划，

但 COPDL2C 会自动将其转化为可满足性问题，尝试存储子问题的每一个可行解以达

到目的。
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輴輮輳輮輳 动态规划优化的生成

动态规划使用基于表的方法求解组合优化问题。给定一个问题，动态规划首先将

其递归地拆分为子问题，然后分别求解。每遇到一个子问题时，若该子问题是首次遇

到，则求解它并将结果保存在表内；否则直接从表中搜索并重用之间计算过结果，避

免重复计算（D. K. Smith et al 1996）。

实现动态规划有两种途径：自顶向下和自底向上。

輴輮輳輮輳輮輱 自顶向下的动态规划优化生成

COPDL2C 则在经过剪枝优化的 _find_VAR_bp(...) 的基础上实现基于表的动

态规划 _find_VAR_dp(...)。为了实现动态规划，COPDL2C 向搜索函数加入了（1）
创建表，和（2）读写表项两个部分的操作。在创建表时，COPDL2C 根据递归函数

_find_VAR_bp(...)的参数，自动设定表的维度。具体来说，对于每个不是用于最优

性剪枝的参数，COPDL2C 在表中增加一维对应该参数的值。最终，表中的每一项对

应了 _find_VAR_bp(...)的一种参数组合。在实际实现时，这个表会被定义成全局的

多维数组，表中各项均被初始化为无效值。在 _find_VAR_bp(...)中，COPDL2C加

入了两个代码块用于实现对表的访问操作。第一个代码块在函数刚进入的时候，检查

当前的子问题是否已经被求解（相应表项不是无效值），若是，则直接提取表内存储

的解，避免重复计算；第二个代码块在当前子问题找到更优解时，将这个最优解写入

相应表项。

图 4.3是应用了动态规划优化的 0/1背包求解程序，是在 _find_sel_bp(...)的
基础上修改得到的。函数 _find_sel_bp(...)包含三个参数 _step，_sum1，_sum2，

由于 _sum2用于最优性剪枝不作为动态规划表的一维，因此动态规划表只有两维，分

别对应参数 _step和 _sum1。动态规划表被声明为全局数组 _DP_sel[][]，在搜索开

始前被全部初始化为无效值（本题中设为 -1）。每个表项 _DP_sel[_step][_sum1]的
值表示“在前 (_step-1) 个物品中已经选取了总重量为 _sum1 的集合，那么在后面的
(N-_step+1)个物品中，在满足约束的前提下，选到物品的总价值至多是多少”。

輴輮輳輮輳輮輲 自底向上的动态规划优化生成

在模型预处理中展开得到的递归函数集（例如式 (4.29) 和式 (4.30)）并没有消除
计算过程中的任何冗余计算。为了实现动态规划优化，COPDL2C 进一步将这些递归

函数转化为递推函数，并将对子问题求解的中间结果存入动态规划表，用于避免重复

计算。

具体来说，给定：

• 独立变量集 {𝑏𝑖}，
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int _find_sel_dp(int _step, int _sum1, int _sum2) {
// 若该子问题曾被解决过，直接使用表中存储的解
if (_DP_sel[_step][_sum1] != -1) {

_sum2 += _DP_sel[_step][_sum1];
_step = N + 1;

}
if (_step > N) {

_result = _sum2;
if (!(_sum1 <= C))

return -1;
_update();
return _sum2;

}
int __sum1 = _sum1;
int __sum2 = _sum2;
for (sel2[_step] = 0; sel2[_step] <= 1; sel2[_step]++) {

_sum1 = __sum1;
_sum2 = __sum2;
if (sel2[_step])

_sum1 += W[_step];
if (sel2[_step])

_sum2 += V[_step];
if (!(_sum1 <= C))

continue;
if (!(_sum2 + 1000 * (N - _step) > _best__result))

continue;
int _tmp0 =

_find_sel_dp(_step + 1, _sum1, _sum2) - __sum2;
// 若找到当前子问题的更优解，更新对应表项
if (_tmp0 > _DP_sel[_step][__sum1])

_DP_sel[_step][__sum1] = _tmp0;
}
return __sum2 + _DP_sel[_step][__sum1];

}

图 4.3 应用了动态规划优化的 _find_sel_dp(...)
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• 一系列递归形式的约束函数 {𝑐𝑖 (·)}，
• 一系列递归形式的目标函数 {𝑜𝑖 (·)}，
• 最优化方向 extreme（最大化 maximize或最小化 minimize），

COPDL2C创建一个二维表 𝑀，并通过式 (4.42)自下而上构造各子问题的解。

𝑀 [𝑖, 𝑐𝑖] = 𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒 𝑜𝑖 (·)

= 𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒 ℎ(𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒 𝑜𝑖−1(·), 𝑏𝑖)

= 𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒 ℎ(𝑀 [𝑖 − 1, 𝑐𝑖−1], 𝑏𝑖) (4.42)

在 𝑀表中，𝑖对应 𝑏的数组下标范围，𝑐𝑖对应相应的约束函数值，而表项 𝑀 [𝑖, 𝑐𝑖]
则记录了对应的子问题的最优解，其含义为：“给定约束函数值 𝑐𝑖，适当设定 𝑏 的前 𝑖

个元素值使得目标函数值 𝑜𝑖 最优”。枚举不同的 𝑏𝑖 并使用相应的 𝑐𝑖−1 构造解，比较各

构造产生的解，从中选择最优的存入表项 𝑀 [𝑖, 𝑐𝑖]。通过这种表驱动的递推计算过程，
COPDL2C实现了自底向上的动态规划优化。

图 4.4展示了 COPDL2C在对原始 0/1背包问题模型采用自底向上动态规划优化后
的中间模型。

輴輮輳輮輳輮輳 自顶向下与自底向上动态规划的区别

自顶向下的动态规划是基于递归的，能够与搜索剪枝优化兼容；同时只会求解从

顶层原始问题向下分解可以达到的子问题，在子问题稀疏的情况下能够避免大量不必

要的计算。因此，一般情况下，从求解效率上来说，自顶向下的动态规划要好于自底

向上的动态规划。

另一方面，自底向上的动态规划不依赖于 COPDL2C 中的其他程序自动生成技术

（基于循环/递归的程序框架、搜索剪枝），可以直接在原始模型上进行优化，因此中间
结果可作为其他约束求解器的输入，与现有约束求解器融合。

輴輮輳輮輴 不同动态规划求解方法的比较和选择

某些问题模型可能存在多个可选的被优化变量，因此存在多种动态规划求解方

法。用户可以通过设定最大内存限制，让 COPDL2C 自动估计每种可选方法的时间和

空间复杂度，并从中选择使用内存不超过用户约定的上限、具有最大理论加速比的模

型。

本节以一个“嵌套 0/1背包问题”为例来解释如何进行不同求解方法地比较和选
择。嵌套 0/1背包问题的问题描述如下：
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% 输入参数
... % 保持不变

% 变量，表 𝑑𝑝𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒

array[0..N, 0..C] of var int: dpvalue;

% 约束，表 𝑑𝑝𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒各项的计算过程
constraint forall(j in 0..C) (

dpvalue[0,j] = if j==0 then 0 else -1 endif
);
function var int: calcValue(int: i,int: j,int: k) =

if j-W[i]*k>=0 then
if dpvalue[i-1,j-W[i]*k] != -1 then

dpvalue[i-1,j-W[i]*k]+V[i]*k
else

-1
endif

else
-1

endif;
constraint

forall(i in 1..N, j in 0..C) (
dpvalue[i,j] = max(k in 0..1)(calcValue(i,j,k))

);

% 目标函数，从最后一行中选择最优值
solve maximize max(j in 0..C)(dpvalue[N,j]);

图 4.4 0/1背包问题的优化模型
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% 输入参数
int: N1;
int: N2;
int: C1;
array[1..N1] of int: V1;
array[1..N1] of int: W1;
array[1..N2] of int: V2;
array[1..N2] of int: W2;

% 变量
var int: C2;
var set of 1..N1: K1;
var set of 1..N2: K2;

% 约束关系
constraint sum (i in K1) (W1[i]) <= C1;
constraint C2 = sum (i in K1) (V1[i]);
constraint sum (i in K2) (W2[i]) <= C2;

% 目标函数
solve maximize sum (i in K2) (V2[i]);

图 4.5 嵌套 0/1背包问题的MiniZinc约束模型

有两组物品集合，分别包含 𝑁1 和 𝑁2 个物品，每个物品均有各自的重量和

价值。从这两个集合中选取物品，分别用于填充两个背包 𝐾1 和 𝐾2。要求

𝐾1 中物品总重量不超过 𝐶1，而 𝐾2 中物品总重量不超过 𝐾1 中物品总价值。

求 𝐾2中物品总价值最大是多少？

图 4.5是该问题原始的MiniZinc约束模型。
通过静态分析，COPDL2C发现了两个可选的被优化变量——𝐾1和 𝐾2，分别为两

个背包内最终的填充物品集合。对于这两个被优化变量的候选，存在三种潜在的动态

规划求解方法：

1. 只对 𝐾2 进行优化：在采用搜索得到第一个背包的填充物品集合 𝐾1 后，根据得

到的第二个背包的容量限制 𝐶2，剩下的问题变成了一个普通的 0/1 背包问题。
因此，COPDL2C将对 𝐾2的求解过程转化为动态规划求解过程，空间复杂度和

时间复杂度均为 𝑂 (𝑁2𝐶2)。由于对普通 0/1 背包问题的搜索算法的时间复杂度
理论上为 𝑂 (2𝑁2)，因此估计该优化的加速比为 2𝑁2/(𝑁2𝐶2)。

2. 只对 𝐾1 进行优化：在采用搜索得到第二个背包的填充物品集合 𝐾2 后，第一

个背包内物品总价值的下界为第二个背包内物品总重量，同时总重量的上界为

𝐶1。由于剩下的问题为无目标函数的可满足性问题，需要记录所有可行解，空
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间复杂度较高，因而无法生成可行的动态规划求解方法。

3. 同时对 𝐾1 和 𝐾2 进行优化：COPDL2C将 𝐾1 和 𝐾2 合并转化为一个更大的被优

化变量 𝐾。对于整个问题来说，搜索的时间复杂度理论上为 𝑂 (2𝑁1+𝑁2)，相比较
而言，动态规划的空间复杂度和时间复杂度均为 𝑂 ((𝑁1 + 𝑁2)𝐶1𝐶22 )。因此，可
估计加速比为 2𝑁1+𝑁2/[(𝑁1 + 𝑁2)𝐶1𝐶22 ]。

动态规划解法 1和 3的存储表空间大小均在内存限制以内，而解法 3因有更大的
加速比而被 COPDL2C 最终选中。图 4.6展示了使用解法 3优化得到的动态规划版本
约束模型。

輴輮輳輮輵 特殊情况处理

对于问题模型中的一些本不适合用动态规划求解方法处理的情况，COPDL2C 尝

试对原问题做适当转化，使得本章的方法能够适用于更多的问题。

• 孤立约束：孤立约束是指对被优化变量的某个或某些元素的特别约束，区别于
循环或累积约束。对于孤立约束，COPDL2C会生成相应的 if语句，并将它们

插入 calcValue(...)函数的开头。例如，在 0/1背包问题中，要求“物品 3必
须放入背包”，即“3 in knapsack”，此时 COPDL2C 会在 calcValue(...)

函数一开始加入一个 if语句“if i==3 /\ k!=1 then -1 else ...”确保最
终的赋值一定能够满足该约束。

• 局部后效性：某些问题（如最长上升子序列）存在局部后效性。具体来说，每
个子问题的最优解 𝑜𝑖 (·)计算不仅仅依赖于它的子问题的最优解 𝑜𝑖−1(·)以及被优
化变量当前元素 𝑏[𝑖]，还依赖于被优化变量之前枚举过的某些元素值（如 𝑏[𝑖 −
1]）。COPDL2C 通过保存更多数据的方式来避免此问题。如果对 𝑜𝑖 (·) 的计算
还依赖于 𝑏的最后 𝑇 个之前枚举过的元素 𝑏[𝑖 − 𝑇 : 𝑖 − 1]，那么 COPDL2C会在

𝑑𝑝𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒表中增加 𝑇 维，分别保存这 𝑇 个元素的值。

• 无最优子结构性质：对于无目标函数的可满足性问题或无最优子结构的优化
问题，COPDL2C 存储子问题的所有可行解来实现数据复用。COPDL2C 会在

𝑑𝑝𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 表中新增一维，每个表项 𝑑𝑝𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒[𝑖, 𝑐𝑖, 𝑗] 存储一个二进制值，用于表
示是否存在满足约束函数值为 𝑐𝑖 (·) 的对 𝑏前 𝑖个元素的一组赋值，使得目标函

数值为 𝑗，“1”表示存在，“0”表示不存在；同时，ℎ函数值等于其第一个参数
值，extreme为 max。这样设置保证了，一个子问题是可满足的，当且仅当它的
至少一个子问题是可满足的。

• 多个被优化变量：当原问题模型中含有多个可选的被优化变量时，COPDL2C

会枚举各种组合，尝试生成不同的动态规划解法，然后根据空间复杂度和时间

复杂度，选择符合要求的最佳方法。若可选的被优化变量数量很多，这种分析
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% 输入参数
· · · % 保持不变
int: sum = 20; % 根据数据得到的 𝐶2的上界

% 变量，表 𝑑𝑝𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒

array[0..N1+N2, 0..C1, 0..sum, 0..sum] of var int:
dpvalue;

% 约束，表 𝑑𝑝𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒各项的计算过程
constraint forall (i2 in 0..C1,i3 in 0..sum,i4 in 0..sum)(

dpvalue[0,i2,i3,i4] =
if i2==0 /\ i3==0 /\ i4==0 then 0 else -1 endif

);

function var int:
calcValue(int:i1,int:i2,int:i3,int:i4,int:i5) =

if i1 <= N1 then
if i2-W1[i1]*i5>=0 /\ i3-V1[i1]*i5>=0 then

dpvalue[i1-1,i2-W1[i1]*i5,i3-V1[i1]*i5,i4]
else

-1
endif

elseif i4<=i3 /\ i4-W2[i1-N1]*i5>=0 then
if dpvalue[i1-1,i2,i3,i4-W2[i1-N1]*i5]!=-1

then
dpvalue[i1-1,i2,i3,i4-W2[i1-N1]*i5]

+V2[i1-N1]*i5
else

-1
endif

else
-1

endif;

constraint
forall(i1 in 1..N1+N2,i2 in 0..C1,

i3 in 0..sum,i4 in 0..sum) (
dpvalue[i1,i2,i3,i4] =

max(i5 in 0..1)(calcValue(i1,i2,i3,i4,i5))
);

% 目标函数，从最后一行中选择最优值
solve maximize max (i2 in 0..C1,i3 in 0..sum,i4 in 0..sum)

(dpvalue[N1 + N2, i2, i3, i4]);

图 4.6 嵌套 0/1背包问题动态规划版本的MiniZinc约束模型
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表 4.1 优化后的 COPDL2C在数据集中 49个问题上的有效性评估

课程及年份 总计 无法表达 部分可解 完全可解 学生平均

计算概论 2018秋 8 1 0 (-1) 7 (+1) 5.8
计算概论 2019秋 9 0 0 (-2) 9 (+2) 6.3
程序设计实习 2019春 12 1 2 (-5) 9 (+5) 4.5
程序设计实习 2020春 8 0 1 (-4) 7 (+4) 4.8
数据结构与算法 2018秋 6 3 1 (-2) 2 (+2) 2.4
数据结构与算法 2019秋 6 2 2 (-2) 2 (+2) 3.2

总计 49 7 6 (-16) 36 (+16) 27.0

方法可能会比较慢。为了避免分析过于低效，在这种情况下，COPDL2C 会按

照长度对这些被优化变量排序，然后只关注其中长度较长的变量。

輴輮輴 优化后的 COPDL2C的性能测试实验设计与结果
本节通过比较实验，客观评估了 COPDL2C 产生的求解程序的求解效率。首先，

在上一章的程序设计与算法分析类课程期末考试题的数据集（第 3.6.1 节）上，评估
经优化后的 COPDL2C 的有效性；其次，在 9 个经典的组合优化问题上，对比了由
COPDL2C 产生的求解程序与通用约束求解器 Gecode 以及人工编写程序的运行效率，
从而评价引入搜索剪枝和动态规划优化后的 COPDL2C 在任意问题上的求解能力；最

后，又有针对性地在 9个不同的动态规划问题上，比较了 COPDL2C+Gecode的工具组
合与 Gecode和 Chuffed求解器的效率。

輴輮輴輮輱 优化后的 COPDL2C的有效性评估

本节采用与上一章有效性评估相似的实验设计（第 3.6.2 节），将同样的 COPDL

描述作为输入，使用优化后的 COPDL2C生成相应的 C语言程序，并提交到评测系统
获得评测结果。数据集具体信息及详细实验结果参见附录 B。
表 4.1 展示了添加了搜索剪枝和动态规划优化后的 COPDL2C 在这些期末考试题

上的表现，其中，括号内为与未优化的 COPDL2C 相比的数值变化。可以看到，在计

算概论课程中，COPDL2C 可以达到接近满分的成绩；而在程序设计实习和数据结构

与算法课程中，COPDL2C 的表现也有大幅的提升。特别是在计算概论和程序设计实

习课程上，COPDL2C的表现都远优于学生的平均表现。

结论 輴輮輱：添加了搜索剪枝和动态规划优化后的 COPDL2C，能够有效解决许多

程序设计和算法分析类课程的测试题，其表现甚至在一定程度上优于学生的平

均水平。
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輴輮輴輮輲 COPDL2C在求解经典组合问题上的效率

本节在 9个经典的组合优化问题上，对比了由 COPDL2C 自动生成的求解程序与

通用求解器 Gecode和 Chuffed的运行效率。

輴輮輴輮輲輮輱 数据集

本实验选取了 9个经典的组合优化问题作为数据集，包括三个枚举问题，三个搜
索剪枝问题，和三个动态规划问题：

1. 最大公约数问题（枚举）：找到给定若干正整数的最大公约数；
2. 蛋糕烘培问题（枚举）：已知每类蛋糕对每种原料的需求以及利润，要求在给
定各原料限制的条件下，确定各类蛋糕的制作量以最大化总利润；

3. 立方体问题（枚举）：见图 3.5；
4. 图染色问题（搜索）：给定无向图，为每个结点染色，要求相邻结点不同色，求
至少需要多少种颜色；

5. 0/1背包问题（动态规划）：见图 3.18；
6. 团队合作（动态规划）：已知每个人的合作能力和工作能力，从中挑选若干人
组成合作团队，要求团队内总合作能力值为正，总工作能力值尽可能大；

7. 𝑁 皇后问题（搜索）：将 𝑁 个国际象棋的皇后放置在 𝑁 × 𝑁 的棋盘上，要求皇
后之间无法相互攻击；

8. 旅行商问题（搜索）：给定带权无向图，要求在图中找一条最短的汉密尔顿回
路，即经过每个点恰好一次后返回起点；

9. 最短路径（动态规划）：给定带权图，找到从结点 1到结点 𝑁 的最短路径；

輴輮輴輮輲輮輲 实验设置

本实验将 COPDL2C，Gecode 和 Chuffed 应用到对数据集中问题的求解中。由于
三种工具分别是以 COPDL和 MiniZinc模型作为输入，为了避免因模型的差异造成的
不公平，同一问题的 COPDL和 MiniZinc模型采用统一的表述方式，即采用相同的顺
序定义变量，且所有表达式均具有相同结构，保证两个模型只是因为语法的区别会略

有差异，且这些差异并不会影响求解效率。

整个实验均在同一台普通个人电脑（CPU：Intel Core i5-7300HQ 2.5GHz，内存：
8G）上进行。每个问题预先设定了 5组具有代表性的测试数据。在每个问题上分别运
行这些COPDL2C，Gecode，和Chuffed，然后分别记录下在这 5组输入上的求解时间。
在每次求解时，设置了时间限制 1800秒，求解程序运行超过时间限制仍未得出结果将
被直接终止。
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輴輮輴輮輲輮輳 实验结果

表 4.2列出了各求解程序在每个问题上的平均求解时间。严格来说，COPDL2C的

求解过程应该包含生成程序的时间开销，但测试时发现，相比求解时间，COPDL2C

生成程序的时间开销非常短（小于 0.1秒），而且对于每个问题，COPDL2C只需产生

一次程序，因此可以忽略不计。

可以看到，对于搜索剪枝类的问题，COPDL2C 生成的求解程序在求解效率上与

通用求解器差距不大。可能原因是，虽然 COPDL2C 生成的求解程序远比通用求解器

更轻量，占用资源更少，但毕竟是通过静态分析模型产生的，只能按照原定策略进行

搜索，很难在搜索过程中根据数据的变化动态调整搜索策略，因此表现与通用求解器

差异不大；

结论 輴輮輲：COPDL2C 比 Gecode 和 Chuffed 在限制时间内能够解决更多的问题，
并且求解效率高数百甚至数千倍。

輴輮輴輮輳 COPDL2C优化模型与原始模型在求解效率上的比较

本节实验单独评价 COPDL2C 的自底向上的动态规划优化效果，即在 9个具有代
表性的组合优化问题约束模型上，测量了经由 COPDL2C 优化模型在普通约束求解器

上的求解效率，并与其他两个常用约束求解器直接求解原始模型的效率进行对比。

輴輮輴輮輳輮輱 数据集

为了评价 COPDL2C 自底向上的动态规划优化的有效性，实验中使用了 9个具有
代表性的组合优化问题约束模型作为数据集：

1. 0/1背包问题。
2. 完全背包问题：与 0/1背包问题类似，但每个物品可以重复选取。
3. 嵌套 0/1背包问题。
4. 最短路问题：给定含有 𝑁 个点的图以及各点间的带权边，找到从点 𝑆到点 𝑇 的

权值和最小的路径。

5. 最长上升子序列问题：从长度为 𝑁 的序列中找出最长的上升子序列。

6. 最长公共子序列问题：从两个长度为 𝑁 的序列中找出最长的公共子序列。

7. 放射治疗问题（Baatar et al 2007）：给定一个 𝑀 × 𝑁 的整数矩阵以描述每个区
域的辐射剂量，将该矩阵分解成一组矩阵的整数线性组合。要求最小化权值和

及矩阵数量。

8. 个位最小背包问题：与 0/1背包问题类似，但目标函数是最小化被选取物品的
总价值和的个位数。
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9. 黑洞游戏问题：一种单人扑克游戏。首先将黑桃 A 放入黑洞，并将剩余的 51
张牌随机分成 17堆，每堆 3张。每一轮只能将某一堆堆顶的牌放入黑洞，且必
须与上一次放入黑洞的牌点数相邻。请找到一种方法将所有牌移入黑洞。

其中，前七个模型均满足动态规划的两个性质，而后两个模型只有重叠子问题性

质而没有最优子结构性质。选择这些问题作为实验数据集的原因是：

• 这些模型的动态规划求解方法两两不同；
• 这些模型所使用的求解方法代表并覆盖了大部分经典的动态规划求解方法；
• 许多问题以背包问题变种的形式出现，方便说明和理解。

輴輮輴輮輳輮輲 实验设置

本实验将 COPDL2C+Gecode，Gecode（Schulte et al 2006）和 Chuffed（Chu et al
2012）应用到对数据集中模型的求解中。特别地，对于 Chuffed求解器，实验测量了
的三种不同工作模式下的性能表现，分别是

• 原始求解模式（记为 Chuffed）；
• 带自动缓存的求解模式（记为 ChuffedC），通过重用中间结果来减少冗余搜索
（B. M. Smith 2005）；

• 带惰性语句生成的求解模式（记为 ChuffedL），通过从冲突中产生新约束减少
冗余搜索（Ohrimenko et al 2009）。

整个实验均在同一台普通个人电脑（CPU：Intel Core i5-7300HQ 2.5GHz，内存：
8G）上进行。对于实验中每个问题模型的给定输入规模，随机产生了 10组输入参数，
分别运行这些求解工具，然后记录下在这 10 组输入上的平均求解时间。在每次求解
时，设置了时间限制 10000 秒，求解器运行超过时间限制仍未得出结果将被直接终
止。

輴輮輴輮輳輮輳 实验结果

表 4.3 列出了各工具在不同问题模型上的求解时间。从中可以发现，Gecode 和
Chuffed在四个模型（第 4，6，7，8个模型）上不能在时间限制内得到最优解，主要
原因是这两个求解器使用的一些基本优化不足以高效求解这些复杂问题。与之相反，

COPDL2C+Gecode 能在 100 秒内求解每个模型。对于其他模型，COPDL2C+Gecode
比 Gecode快约 698倍，比 Chuffed快约 790倍。

结论 輴輮輳：相比于只采用基本优化技术的通用求解器，COPDL2C 的求解速度要

快数百倍。

考虑具有高级优化的两个求解器 ChuffedC和 ChuffedL。在所有模型的求解上，
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COPDL2C+Gecode比 ChuffedC快约 23倍。ChuffedL在四个模型（第 2，4，6，8
个模型）上不能在时间限制内得到最优解，其可能的原因是其采用的惰性语句生成优

化技术在搜索过程中，根据遇到的冲突来添加新的约束关系。然而在这些问题中，这

些新的约束关系并不能有效地缩小搜索空间，反而增加了处理开销，导致效率严重降

低。对于其他模型，COPDL2C+Gecode比 ChuffedL快约 345倍。

结论 輴輮輴： 相比于采用缓存和惰性语句生成优化技术的通用求解器，

COPDL2C+Gecode 在同时具有两个动态规划性质、以及某些无最优子结构
性质的问题上均具有更快的求解速度。

COPDL2C+Gecode的求解过程包含两个部分：约束模型优化和约束模型求解。为
了分析模型优化对约束求解的影响，在实验时特别记录了约束模型优化步骤的时间开

销。如表 4.3 最后一列所示，COPDL2C+Gecode 在对每个模型优化上的时间开销在
0.03-0.18秒之间。相比于总求解时间以及通过模型优化节省的时间，模型优化的时间
开销完全可以忽略不计。

结论 輴輮輵：COPDL2C+Gecode 通过约束模型优化，在显著提高求解效率的同时，
几乎没有引入额外的时间开销。

輴輮輵 本章讨论

理论上，COPDL2C可对满足下列两个条件的任意模型M 进行优化：
(1) M 具有重叠子问题。
(2) M 存在至少一个潜在的被优化变量。

其中，条件 (1) 保证该模型的求解过程中存在用空间换取时间的可能，因为只有子问
题之间存在重复计算，才可以通过存储和复用中间结果的方式消除这些冗余的时间开

销。条件 (3) 则确保基于表的动态规划能够适用，因为只有多个变量之间有线性顺序
关系，才可以通过下标来区分不同的子问题。

在实际应用中，由于实现上的困难，COPDL2C 的适用性还受到其他两个条件的

限制：

(3) M 中所有表达式只能使用约束模型描述语言（COPDL2C或 MiniZinc）内置的
运算符、全局约束、非递归函数等。

(4) 动态规划方法需要的空间开销不能超过用户或运行环境要求的内存上限。假
设：

• 被优化变量长度为 𝑁；
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• 被优化变量每个元素的定义域大小为 𝑀；

• 与被优化变量直接相关的累积函数有 𝐿个；

• 对于第 𝑖个直接相关的累积函数，其约束值的值域大小为 𝑅𝑖；

• 后效性常量值为 𝑇。

那么总的空间复杂度为 𝑂 (𝑁𝑀𝑇
𝐿∏
𝑖=1
𝑅𝑖)。根据这个式子，COPDL2C 可以估计出

实际的空间开销，比较其与内存上限的大小关系，从而决定是否对模型进行优

化。

COPDL2C 不局限于求解“纯”动态规划问题模型。对于一些具有重叠子问题的

非动态规划问题模型，COPDL2C也可以对其进行优化。例如，图染色问题，要求用𝐶

种不同颜色对图中 𝑁 个点染色，要求任意相邻的点不能同色。该问题具有后效性（每

个点的颜色可能受到之前每个点染色情况的限制），因此不被认为是动态规划问题。

不过，当点数 𝑁 比较小时（如 𝑁 = 10），COPDL2C可通过设置后效性常量值 𝑇 = 𝑁，

使其转化为一个能够被动态规划方法求解的问题模型并对其进行优化。但当点数 𝑁 比

较大时（如 𝑁 = 50），由于空间开销过大，COPDL2C无法实现模型优化。

輴輮輶 本章小结

本章在 COPDL2C 的基础上，实现了在组合优化问题模型上的搜索剪枝和动态规

划两类高级优化技术的自动生成，使得产生的求解程序具有较高的求解效率。在实施

高级优化的过程中，COPDL2C 首先在静态分析的过程中，发现问题模型本身的特殊

性质，然后根据这些性质，构造搜索剪枝（可行性剪枝和最优性剪枝）或动态规划

（自顶向下和自底向上的动态规划）所需的判定条件或转移函数，最终将其应用于求

解程序。

本章首先通过实验评估了 COPDL2C 的有效性；其次，比较 COPDL2C 产生求解

程序，约束求解器 Gecode，与 Chuffed在求解经典问题上的效率差异。实验结果表明，
由于 COPDL2C 产生的程序比较轻量，虽然没有采用动态的搜索策略，但在引入搜索

剪枝和动态规划后，求解效率优于约束求解器 Gecode和 Chuffed。而在动态规划问题
上，COPDL2C 产生的程序的表现显著优于 Gecode 和 Chuffed。同时，本章还通过实
验比较经由COPDL2C自底向上动态规划优化的模型与原始模型在求解效率上的差异。

结果表明，对于动态规划问题，在底层约束求解器不变的情况下，求解优化模型的效

率远高于直接求解原始模型；而对于准动态规划问题，普通求解器求解优化模型的效

率与加入针对性优化的求解器求解原始模型的效率相当。

本章的主要创新点包括：

1. 提出并实现了问题关键性质的自动静态分析方法，包括子约束值域受限、目标
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函数值域受限、最优子结构、重叠子问题性质；

2. 提出并实现了高级优化技术的自动设计和应用方法，包括搜索剪枝和动态规
划。

搜索剪枝和动态规划是人们在求解组合优化问题过程中广泛使用的两种优化技术。然

而，由于在使用时具有一定的限制条件，同时设计和实现上也比较灵活，因此之前的

研究均没有在一般的组合优化模型上应用对这两种优化技术。而本章通过研究并实现

上述两个创新点，首次实现了这两种优化技术的完全自动化生成。

未来可以在 COPDL2C 中实现更多优化策略，包括分治、贪心，甚至引入模拟退

火等概率算法，从而能够对更多问题生成更高效的代码。
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NL2COPDL

第三章和第四章提出并实现了 COPDL 语言及带优化的求解程序自动生成工具

COPDL2C，有了这两个工具，用户只需将待求解的问题用 COPDL 描述，就可以运

行 COPDL2C 获得相应的求解程序。本章尝试进一步降低用户的使用门槛，让用户直

接用自然语言而非形式化语言描述问题。为此，本章建立了一个包含 40个用自然语言
描述的组合优化问题及其测试数据的数据集，并在此数据集上实现从自然语言问题描

述到 COPDL描述的自动转换方法——NL2COPDL。NL2COPDL结合了基于模板规则

和基于框架的技术，实现了将受限自然语言问题描述自动转换为 COPDL 描述的翻译

过程。将 NL2COPDL与 COPDL2C相连接，就实现了在自建的数据集上由自然语言描

述问题自动生成其求解程序的系统。NL2COPDL 的设计基于以下几个基本假设：（1）
COPDL 是一种精简的语言，它能描述的问题框架的类型是可以通过逐一列举的方式

给出的；（2）自然语言中描述约束关系的句式和关键词是有限的并可以通过逐一列举
的方式给出；（3）变量存在于特定的有限的约束关系描述句式中，可以通过这些句式
找到变量并推断其类型。因此 NL2COPDL的设计采用了“预定义模板+规则”的方式从
自然语言描述中提取变量和约束框架，然后使用约束求解技术对框架进行填充，最终

得到完整的 COPDL描述模型。

輵輮輱 从自然语言描述到约束模型

组合优化问题一般可以用组合优化约束模型来精确描述。相对于形式化的约束模

型来说，自然语言往往存在歧义性、不完备性、不一致性等缺点，导致计算机不能正

确地理解问题，使得求解过程出错，无法得到用户想要的结果。换言之，自然语言与

形式化的约束模型之间存在着一定的鸿沟。为了增强 COPDL 及相关工具的适用性，

帮助用户更好地求解组合优化问题，本章设计并实现了能够从受限的英文自然语言描

述出发，自动生成出等价 COPDL模型的方法 NL2COPDL。

NL2COPDL通过四个处理步骤，解决了研究过程中的三个主要挑战：

• 如何识别和区分问题描述中的变量；
• 如何从自然语言描述的约束中提取约束模板；
• 如何用变量填充模板，使之成为完整的约束模型。
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輵輮輲 组合优化约束模型自然语言描述的特点

本节讨论了处理描述组合优化约束模型的自然语言与处理任意文本自然语言的差

异，包括（1）自然语言受限性，（2）组合优化约束模型翻译难点，以及（3）处理方
法。

輵輮輲輮輱 组合优化约束模型自然语言描述的受限性

用于描述组合优化约束模型的自然语言是相对受限的，因此与普通文本自然语言

有很大的不同，主要原因有以下两点：

• 约束模型里的操作符是有限的，而每种操作符对应的自然语言短语相对受限。
例如，描述“≤”可以用“less than or equal to”，“not greater than”，“not exceed”等。

• 问题描述有相对固定的模式。例如，在描述组合优化约束模型的自然语言中，
常用“given”关键词引出参数变量，“find”关键词引出决策变量，以及“so that”引
出约束关系等。

輵輮輲輮輲 组合优化约束模型自然语言描述的翻译难点

要正确将组合优化约束模型的自然语言描述翻译为形式化的模型描述（COPDL

描述），相比于普通文本自然语言翻译任务，需要克服以下困难：

• 指代关系复杂：同一变量在上下文中可能以不同形式（实词、代词）多次出
现；

• 逻辑关系复杂：一条短句可能涉及到大量实体、操作符，而且各元素的出现位
置往往决定其在最终约束中的角色

• 高精确性要求：任何一个细节的错误都可能严重影响整个模型的正确性

輵輮輲輮輳 组合优化约束模型自然语言描述的翻译方法

目前自然语言理解和翻译技术主要分两类：（1）基于统计和机器学习的方法，（2）
基于模板规则的方法。

对于本章要解决的组合优化约束模型自然语言描述翻译问题来说，目前已知的基

于统计和机器学习的方法中，并没有特别有效的解决方法，主要原因包括：

• 描述组合优化模型的自然语言与普通文本自然语言相差较大，没有合适的预训
练模型，也缺乏足够的训练数据；

• 相比普通文本自然语言，组合优化模型的自然语言描述中经常存在密集且复杂
的指代关系和逻辑关系，其规律不容易通过统计来发现；
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• 翻译组合优化约束模型的精确性要求极高，基于统计和机器学习方法的准确性
无法满足要求。

因此，本章采用基于模板规则的翻译方法，确保逻辑关系的正确抽取。其中所采

用的模板和匹配规则由人工从各种操作符对应的常见描述方式总结整理而来。同时，

结合基于框架的翻译技术，提高指代关系的识别率，实现多条关联语句的正确翻译。

輵輮輳 建立组合优化问题的自然语言描述数据集

本章建立了一个组合优化问题的自然语言描述数据集，数据集中收集了 40 个问
题的自然语言描述，附录 C 列出了这些问题的详细内容。其中，33 个问题来自大学
本科一、二年级的程序设计类与算法设计类课程的例题、作业与测试；7个问题来自
MiniZinc教程（Marriott et al 2014）或MiniZinc标准测试集（Stuckey et al 2014）。

这些问题的原始自然语言描述并不总能精确描述期望的问题。主要原因由如下几

点：

• 许多描述本身并不包含所有信息，一些常识性的知识或领域相关概念的具体含
义会被直接省略，而这些常识或概念对生成组合优化约束模型至关重要。例如，

在鸡兔同笼问题中，省略了“每只鸡有 2条腿，每只兔有 4条腿”的常识；在四
色地图问题中，省略了“图染色要求相邻结点颜色不同”的领域相关概念。让计
算机自动理解所有常识、概念，几乎是不可能实现的。考虑到用户表达的便利

性，翻译工具可以将最常用的图论元素、数学术语等硬编码为翻译规则，但其

他的常识或概念仍需要用户给出详细说明。

• 许多描述存在语法错误、标点符号使用不规范等问题。这些问题虽然对于人来
说不会影响理解，但会导致自然语言处理错误，最终无法生成正确的组合优化

约束模型。

• 原问题经常包含复杂的输入输出交互格式，而组合优化约束模型本身并不能很
好地支持格式化的输入输出。

针对这些存在的问题，用于实验的数据集内的自然语言描述在原描述的基础上做了一

些小的修改，包括：补充常识或领域相关概念的具体说明，改正语法错误，简化输入

输出格式。

图 5.1，5.2，和 5.3分别展示了数据集中 40个问题自然语言描述的数据分布情况，
包括 (a)符号数，(b)关键词数，以及 (c)提及数。其中，有 36个问题的自然语言描述
至少包含 20个符号以及至少 3个关键词；37个问题的描述内至少包含 5个提及。这
些数值表明大部分问题的自然语言描述都是有一定复杂程度的，不能通过简单的翻译

实现组合优化约束模型的自动生成。
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表 5.1 来源于MiniZinc教程或标准测试集的 7个问题

编号 题目名 题目描述

𝑃𝐴 地图着色 Given edges of a graph with N nodes. There are three colors
that can be used for coloring nodes. Determine the color of
each node so that the colors of nodes of each edge should
be different.

𝑃𝐵 杂货店问题 Find the prices of 4 items so that the sum of prices is 711
and the product of prices is 711000000. The prices of items
are in ascending order.

𝑃𝐶 魔幻序列 Find a sequence of N numbers. Each number is equal to the
count of (its index minus 1) in the sequence.

𝑃𝐷 0/1背包问题 Given the weights and values of N items, put a subset of
items into a knapsack of capacity C to get the maximum
total value in the knapsack. The total weight of items in the
knapsack does not exceed C.

𝑃𝐸 蛋糕烘培 A banana cake takes 250 flour, 2 bananas, 75 sugar and 100
butter, and a chocolate cake takes 200 flour, 75 cocoa, 150
sugar and 150 butter. The profit of a chocolate cake is 45
and the profit of a banana cake is 40. And we have 4000
flour, 6 bananas, 2000 sugar, 500 butter and 500 cocoa. The
question is how many of chocolate cakes and banana cakes
we should bake for the fete to maximize the total profit.

𝑃𝐹 N皇后 Determine the columns where N queens should be placed.
Each column should be greater than or equal to 1 and less
than or equal to N. Columns should be all different. For
each column, the sum of its value and its index should be
not equal to that of any other column; the difference of its
value and its index should be not equal to that of any other
column.

𝑃𝐺 最短路 There is a graph with N nodes. Given the length of each
edge between the nodes, find the shortest path from S to E.

76



第五章 从自然语言问题描述产生约束模型的翻译方法 NL2COPDL

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

1-9 10-19 20-29 30-39 40-49 50-59 >59

自然语言描述中符号数

问题数

图 5.1 数据集中自然语言描述的符号数分布

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 >6

自然语言描述中关键词数

问题数

图 5.2 数据集中自然语言描述的关键词数分布

0

1

2

3

4

5

6

7

8

<5 5 6 7 8 9 10 11 >11

自然语言描述中提及数

问题数

图 5.3 数据集中自然语言描述的提及数分布

描述

处理

框架

生成
元素

提取
框架

填充

自然语言描述
约束模型

短语结构树

共指关系

关键词

变量及类型关系

约束框架

NL2COPDL

图 5.4 NL2COPDL处理步骤

輵輮輴 从自然语言描述自动产生 COPDL模型的算法

如图 5.4所示，NL2COPDL通过四个处理步骤实现从英文自然语言描述生成等价

的 COPDL约束模型：

1. 描述处理：采用前人工具进行自然语言输入的预处理（分词、分句、短语结构
分析、依赖分析、共指消解）；

2. 元素提取：提取关键词（包括 7类共 91个关键词）、提取变量（根据 2条规则
和 75个树形关键词模板），并对变量进行类型推导；

3. 框架生成：根据预定义的 36个树形结构模板及翻译规则，从自然语言文本产生
约束框架；

4. 框架填充：根据变量及类型关系填充上一步得到的约束框架，使之成为完整
组合优化约束模型。具体包括：（1）将框架中的每个抽象变量替换为实际变
量，（2）区分参数变量和决策变量，并为每一个变量添加相应的声明语句。

本章将以 0/1 背包问题为例（5.4.1 节），依次阐述各处理步骤的实现算法（5.4.2
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#input
N of int in [1,100];
weight of (int in [1,1000])[1~N];
value of (int in [1,1000])[1~N];
C of int in [1,1000];

#required
subset1 of (int in [1,N]){};
summation [weight[i] : forall i (i in subset1)] <= C;

#objective
maximize summation [value[i] : forall i (i in subset1)];

图 5.5 NL2COPDL自动产生的 0/1背包问题的 COPDL描述

节至 5.4.5节）。

輵輮輴輮輱 輰輯輱背包自然语言描述示例

为了便于讨论，本章以处理 0/1背包问题的自然语言描述为例，展示 NL2COPDL

的实现细节。该问题的英文自然语言描述如下：

Given the weights and values of N items, put a subset of items into a knapsack
of capacity C to get the maximum total value in the knapsack. The total weight
of items in the knapsack does not exceed C. 1 <= N <= 100, 1 <= C <= 1000,
the weight of each item is positive and less than 1000, the value of each item is
positive and less than 1000.

0/1 背包问题是一个典型的组合优化问题，它约束了放入背包的物品总重量不超
过 𝐶（“the total weight of items in the knapsack does not exceed C”），同时设定了优化目
标为最大化放入背包的物品总价值（“get the maximum total value in the knapsack”）。最
后一句关于各输入参数的范围说明，并非问题描述原本就有的，而是为了在 COPDL

描述中产生各参数变量正确的上下界额外添加的。在之前第 3.1节中曾提到，参数变
量的取值范围对于从 COPDL描述产生程序尤为重要。图 5.5是 NL2COPDL工作从该

自然语言描述自动产生的正确 COPDL模型，与图 3.18所示的人工书写的 COPDL描

述基本等价。

用户在没有自动化工具辅助的情况下，需要手工编写类似图 5.5的 COPDL模型，

才能让通用求解器理解问题并自动完成求解工作。具体来说，用户需要指定约束模型

中的参数变量（即本例中的 “N”，“C”，“weight” 和 “value”），决策变量（即本例中
的“subset1”），各变量类型及取值范围，约束关系，目标函数等。这项工作对于普通
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用户来说，有时是比较困难且耗时耗力的。本章的研究目的，就是为了降低约束建模

的复杂度，帮助用户更好地利用约束编程求解问题。

輵輮輴輮輲 描述处理

对于用户提供的自然语言问题描述，NL2COPDL首先调用工具CoreNLP（Manning
et al 2015） 4.1.0对输入进行自然语言预处理，获得语法结构树（constituent tree）以及
实体之间的共指关系（coreference）。NL2COPDL 主要利用了 CoreNLP 的以下五个步
骤完成预处理工作。

1. 分词（轴软轫轥轮轩轺轡轴轩软轮）：将英文文本划分为符号（单词，标点等）序列。
2. 分句（轳轥轮轴轥轮轣轥 轳轰转轩轴轴轩轮轧）：利用标点符号，将符号序列划分为独立的句子。
3. 短语结构分析（轣软轮轳轴轩轴轵轥轮轣轹 轰轡轲轳轩轮轧）：对于每个句子，使用概率上下文无关文
法（probabilistic context-free grammar，PCFG）分析器（D. Klein et al 2003）产
生短语结构树（轣软轮轳轴轩轴轵轥轮轴 轴轲轥轥）。图 5.6是 0/1背包问题自然语言描述中第一句
的短语结构树，其直观展示了句子的语法结构。树中的各叶子结点是原文本中

的一个符号及其词性（part of speech，PoS）标记，例如“weights”的词性为 NNS
（名词复数形式），“of”的词性为 IN（介词）。每个非叶子结点则是一个可作为
独立成分的短语结构，例如词性为NP（名词短语）的短语“weights and values”。

4. 依赖分析（轤轥轰轥轮轤轥轮轣轹 轰轡轲轳轩轮轧）：对于每个句子，通过分析语法结构，得到符
号之间的依赖树（dependency tree）（Chen et al 2014）。图 5.7是 0/1背包问题自
然语言描述中第一句的依赖树。树中每条边从一个短语的中心词指向它的依赖

词。每个短语的中心词决定了这个短语的语法类型，而其他依赖词则是对中心

词的修饰或限定（Nichols 1986）。
5. 共指消解（轣软轲轥车轥轲轥轮轣轥 轲轥轳软转轵轴轩软轮）：在自然语言文本中，一个提及（mention）
是对一个实体或物体的指代或表示，其表现形式可以为名词、名词短语或名词

从句（Peng et al 2015）。若两个提及指代同一个实体，那么它们之间存在共指
关系（coreference）。在自然语言转化为约束模型的任务中，共指消解的主要目
的是将多次出现的同一实体链接在一起，确保每个变量与实体间的一一对应。

图 5.8展示了 0/1背包问题自然语言描述中的 14个提及（用圆圈表示）和 7对
共指关系（用实线表示）。

輵輮輴輮輳 元素提取

利用在描述处理步骤中从CoreNLP获得的短语结构树和共指关系，NL2COPDL从

中提取出关键词、变量以及变量的数据类型。
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Given the weights and values of N items, put a subset

of items into a knapsack of capacity C to get the 

maximum total value in the knapsack. The total 

weight of items in the knapsack does not exceed C.

图 5.8 0/1背包问题自然语言描述中的提及和共指关系

表 5.2 NL2COPDL预定义的关键词

类别 描述 示例 数量

常量 使用单词或词组表示的数词 one, fifteen, hundred, thousand 27
基本操作符 表示运算符的词语 less than, not, plus 23
目标指示符 指示优化目标的词语 maximum, shortest, best 13
复杂函数 累积函数和全局约束 sum of, number of, all different 5
图论元素 常用的图论术语 node, edge, path, length 7
数学术语 常用的数学术语 odd, prime, multiple 11
结构指示符 指示数据结构的词语 each has, set of, NNS of NNS 6

总计 91

輵輮輴輮輳輮輱 关键词提取

NL2COPDL预定义了一些领域相关的、在自然语言问题描述中经常被使用到的关

键词，这些关键词对于理解描述的语义起到了至关重要的作用。利用基于关键词的规

则和模板，NL2COPDL 可以识别出不同文本块之间的关系，进而生成正确的约束模

型。

如表 5.2所示，NL2COPDL中预定义的关键词可分为 7大类。

• 常量：使用单词或词组表示的数词。NL2COPDL使用WordToNum算法（伪代
码见图 5.9）将这类数词直接转化为数值，作为整型常量。

• 基本运算符：用于描述变量与常量之间的大小关系、基本运算等操作符的词语，
例如，“less than”表示“<’，“plus”表示“+”。NL2COPDL的关键词汇表中包含 23
类描述这些基本运算常用的词语，这些单词或短语将会被用于对句子分块以及

产生框架中的表达式。

• 目标指示符：用于指示组合优化问题中的优化目标的词语，例如“maximum”表
示问题的目标是最大化后续表达式的值。这些指示符将用于产生目标函数框
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输入輺单词序列 𝑆 = {𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑛}
输出輺对应的数值 𝑣𝑎𝑙

輱 轆轵轮轣轴轩软轮 WordToNum (𝑆)輺
輲 𝑣𝑎𝑙 ← 0;
輳 𝑡𝑚𝑝 ← 0;
輴 车软轲轥轡轣轨 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛} 轤软
輵 轩车 𝑠𝑖 ∈ {“billion”, “million”, “thousand”} 轴轨轥轮
輶 𝑣𝑎𝑙 ← 𝑣𝑎𝑙 +WordToValue(𝑠𝑖) · 𝑡𝑚𝑝;
輷 𝑡𝑚𝑝 ← 0;
輸 轥轮轤
輹 轥转轳轥 轩车 𝑠𝑖 = “hundred” 轴轨轥轮

輱輰 𝑡𝑚𝑝 ← 100 · 𝑡𝑚𝑝;
輱輱 轥轮轤
輱輲 轥转轳轥
輱輳 𝑡𝑚𝑝 ← 𝑡𝑚𝑝 +WordToValue(𝑠𝑖);
輱輴 轥轮轤
輱輵 轥轮轤
輱輶 𝑣𝑎𝑙 ← 𝑣𝑎𝑙 + 𝑡𝑚𝑝;
輱輷 轲轥轴轵轲轮 𝑣𝑎𝑙;

图 5.9 数词转化为数值算法

架。

• 复杂函数：用于描述累积函数、全局约束等组合优化约束模型中常见复杂函数
的词语，例如“sum of”表示对一个序列或集合求和，“all different”约束序列中元
素两两不同。这些单词或短语将用于生成组合优化约束模型内置的一些作用于

序列或集合的常用复杂函数。

• 图论元素：在图论问题中经常使用到的、具有特殊意义的词语，例如“edge”表
示一个结点对，“path”表示一个结点序列且序列中相邻结点有边相连。这些单
词或短语将会被根据预设知识翻译为相应的数据结构以及约束框架。

• 数学术语：常用的表示数学概念的词语，例如“odd”和“even”分别表示奇偶数，
“prime”表示质数。这些单词或短语将会被翻译为显式的数学约束作为框架的一
部分。

• 结构指示符：用于表示复杂数据结构的词语，例如“set of”指示了主语是一个集
合类型，“NNS1 of NNS2”（“NNS”表示名词的复数形式）则需要对“NNS1”创建
一个长度等于“NNS2”数量的数组，来记录每个元素的值。这些单词或短语将被
用于构造具有集合、数组等复杂数据类型的变量。

輵輮輴輮輳輮輲 变量提取

正如图 5.5所示，一个组合优化约束模型可以看作以参数变量值为输入、决策变
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NP3

total

JJ

NP PP
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IN

of

NP1

TOTAL-OF
Type(NP1) = array of int
Type(NP2) = set of int
Type(NP3) = int

S

NP1

do

VBZ

not

RB

exceed

VB

VP

VP

NP2

DO-NOT-EXCEED
Type(NP1) = int 
Type(NP2) = int
Type(S) = bool

图 5.10 TOTAL-OF和 DO-NOT-EXCEED模板和类型推导逻辑

量值为输出的一个程序。为了进行约束建模，NL2COPDL首先需要在自然语言描述中

识别出所有的变量（包括参数变量和决策变量）。根据自然语言的性质和用户的使用

习惯，NL2COPDL用如下两条规则寻找候选变量：

• 若自然语言描述的某个短语与某个预定义的关键词模板匹配，而这个关键词要
求其中某个或某些名词或名词短语必须是变量或表达式（例如“NN1 is less than
NN2”要求“NN1”和“NN2”均为变量或表达式），如果相应名词或名词短语不可再
分，那么它就应该被提取出来作为候选变量。

• 若一个名词很短（由不超过三个字母组成），且全为大写（例如“N”，“M”）或
无意义（例如“val”），那么它将被提取出来作为候选变量。

NL2COPDL预定义了 75条关键词模板用于判定名词或名词短语是否是候选变量，
其中每个模板均表示为树形结构。若短语结构树的某个子树匹配某个模板结构，则可

以根据该模板的规则提取候选变量。图 5.10展示了 TOTAL-OF和 DO-NOT-EXCEED两个
模板的结构。其中，每个模板包含一些关键词（例如“total of”和“do not exceed”），以
及用于匹配名词或名词短语的非终结符（例如“NP”）。这些非终结符所对应的名词或
名词短语若不可再分，就将会被提取为候选变量。

对于每个从自然语言描述中发现的关键词，NL2COPDL尝试使用相关的模板匹配

相应子树。如果匹配成功，NL2COPDL将子树中相应的候选变量提取出来。如图 5.11
所示，文本“total weight of items in the knapsack”成功匹配模板 TOTAL-OF 模板，因此
NL2COPDL可以将“weight”和“items in the knapsack”提取出来作为候选变量。提取变量
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图 5.11 模板匹配示例（分别匹配 TOTAL-OF与 DO-NOT-EXCEED模板）

的匹配算法基于树形结构模板而非线性结构模板，因此可以根据句子的语法结构，有

效避免误匹配的同时，使用自底向上的方式实现递归搜索匹配。

輵輮輴輮輳輮輳 类型推导

上述 75 个模板除了定义了哪些非终结符需要作为变量或表达式存在，还规定了
它们的数据类型。因此，在使用这些模板对自然语言描述进行匹配时，NL2COPDL不

但提取了变量，还进一步分析并推导了各变量、表达式的数据类型。如图 5.11 中的
TOTAL-OF模板，就限定了终结符“NP1”，“NP2”，“NP3”分别为整数数组类型，整数集
合类型，以及整数类型。对于文本“total weight of items in the knapsack”来说，“weight”
和 “items in the knapsack”就会分别被推导为整数数组类型和整数集合类型，而整个短
语所对应的表达式则为整数类型。

对于被推导为数组或集合两类具有复合类型的变量，由于组合优化约束模型要求

数组长度和集合范围在变量声明时作为参数传入（参见图 5.5），因此需要额外推导数
组长度或集合范围值。在推导数组长度或集合范围值时，NL2COPDL首先检查数组类

型变量的主体或集合类型变量的全集在自然描述中的提及是否被数词或变量约束，如

果找到这样的数词或变量，则将其作为数组长度或集合范围值；否则，遍历共指关系

图，检查主体或全集的其他共指提及是否被数词或变量约束。在 0/1背包问题示例中，
通过短语“the weights and values of N items”识别出的数组变量“weight”的主体是“items”，
而“items”的数量被变量“N”约束，因此“N”即为数组“weight”的长度；通过短语“a subset
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of items”识别出的集合变量“subset1”的全集也是“items”，此处的“items”并没有被数词
或变量约束，NL2COPDL通过遍历“items”的其他共指提及，得知“items”的数量为“N”，
因此全集的范围也被设为 1–𝑁。

在完成对每个被模板匹配的子树上的变量和非终结符的类型推导后，NL2COPDL

利用共指关系图和短语结构树传播数据类型并迭代地更新直至所有变量和非终结符地

类型均不再变化。如果一个候选变量仍然没有获得任何类型，则默认将其限定为整数

类型。

在类型推导过程中，如果产生了类型冲突（例如具有共指关系的两个提及本应是

同一变量，但却被推导为不兼容的两种类型），NL2COPDL 将向用户报告错误，提醒

用户检查自然语言描述是否有误或存在歧义。

輵輮輴輮輴 框架生成

一个框架（轳轫轥轴轣轨）是一个不完整的表达式，可以是一个约束，目标函数，或者
它们的子表达式。由于 NL2COPDL 最终输出 COPDL 语言表示的组合优化约束模型，

本章讨论的框架均为不完整的 COPDL表达式。一个框架具有如下特点：

• 包含表达式的完整结构；
• 可能包含一个或多个抽象变量；
• 全局变量没有具体变量名。

对于一个自然语言描述，NL2COPDL将会构造相应的包含一个或多个框架的框架

模型。在这一过程中，NL2COPDL 同样以模板驱动的方式实现自然语言描述到框架

模型的翻译工作。为了实现这项任务，NL2COPDL 预定义了 36个树形结构模板及翻
译规则。这些模板有一部分与类型推导步骤中使用的模板相同，但服务于不同的目标

——用于产生框架而非提取变量或推导类型。

NL2COPDL以自底向上的方式，在短语结构树上尝试进行模板匹配。若子树 𝑠𝑡匹

配了某个模板，NL2COPDL 将生成一个框架取代 𝑠𝑡。接下来，若 𝑠𝑡 的某个祖先结点

𝑝𝑡 匹配了某个模板，NL2COPDL 同样生成一个框架取代 𝑝𝑡 ，其中 𝑠𝑡 对应的框架将

成为 𝑝𝑡对应框架的一部分。这种“匹配-替换”的过程将被不断重复直至不再有新的子
树被匹配，此时，树中所有框架均被作为独立语句加入框架模型。例如，基于图 5.11
的模板匹配结果，“NN1”，“NP1”，和“NP3”作为不可再分的提及，分别被替换为抽象
变量 $V1，$V2，和$V3；之后，NL2COPDL根据 TOTAL-OF模板定义的翻译规则，将

以“NP2”为根的子树翻译成求和表达式，其中子结点“NN1”和“NP1”被相应的框架（抽
象变量）所替代；最后，NL2COPDL将以“S”为根的子树根据 DO-NOT-EXCEED模板的
翻译规则，翻译为比较两个表达式大小关系的框架，由于不再有更多子树被匹配，该

框架作为独立的约束框架加入最终的框架模型。整个框架转换和生成过程如图 5.12所
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SK(NN1) = $V1
SK(NP1) = $V2
SK(NP3) = $V3
SK(NP2) = sum (i in SK(NP1)) (SK(NN1)[i])

= sum (i in $V2) ($V1[i])
SK(S) = SK(NP2) <= SK(NP3)

= sum (i in $V2) ($V1[i]) <= $V3

图 5.12 基于 TOTAL-OF模板和 DO-NOT-EXCEED模板的框架生成过程

示，其中 SK(N)表示非终结符 N所对应的框架。

在翻译过程中，若某个提及所对应的原始文本为常量数值，则这个数值将直接填

入框架的相应位置；若模板对各变量的数据类型有约束，则这些类型约束将会转换为

对应抽象变量之间的类型约束，保存用于后续分析。

輵輮輴輮輵 框架模型填充

通过框架生成步骤得到框架模型后，NL2COPDL 根据变量及类型关系填充框架，

使之成为完整组合优化约束模型。具体来说，框架模型填充分为两个部分：（1）将框
架中的每个抽象变量替换为实际变量；（2）区分参数变量和决策变量，并为每一个变
量添加相应的声明语句。

輵輮輴輮輵輮輱 基于框架的模型自动生成

对于任意一个框架 𝑠，NL2COPDL首先从 𝑠 对应的原自然语言描述文本中找出相

关变量，作为填空的备选。相关变量包括直接出现在该文本中的变量，以及出现在该

文本中的某个名词的其他共指提及的修饰变量（例如大小，子集等）。NL2COPDL 从

相关变量集合中搜索具体变量来替换 𝑠 中的每个抽象变量，替换要求满足如下约束条

件：

• 有序：如果 𝑠中的一个多元运算符 𝑜是顺序敏感的（比如“<”，“-”等），那么该
运算符的操作数的出现顺序必须与原自然语言描述中对应提及的出现顺序保持

一致。

• 类型正确： 𝑠 中每个运算符的操作数类型必须符合类型要求；同一变量的类型

不能存在冲突。

上述寻找框架填充方案的问题本质上就是一个约束满足问题。NL2COPDL自动将

框架填充问题建模为 COPDL组合优化约束模型，并调用通用求解器 Gecode找到填充
方案。若存在多个不同方案，NL2COPDL自动选择变量在框架中的填充顺序与变量提

及在原自然语言描述中的出现顺序差异最小的，即逆序对数最少的一种填充方案。
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輵輮輴輮輵輮輲 区分参数变量与决策变量

将框架内的所有抽象变量全部替换为具体变量后，实际上已经得到了所有的约束

和目标函数。但目前的模型还并不完整，因为求解器无法根据模型判断那些变量的值

是由用户指定的（参数变量），那些变量的值是需要被求解输出的（决策变量）。

NL2COPDL采用贪心的方法，根据下列规则不断迭代将所有变量分类，直至无法

再应用任何规则确定变量类别：

• 若变量 𝑣在原自然语言描述中的某个提及是“given”，“there be”等单词或短语的
宾语，那么 𝑣是一个参数变量；另一方面，若 𝑣的某个提及是“find”，“assign”等
单词或短语的宾语，那么 𝑣是一个决策变量。

• 若变量 𝑣在所有的约束和目标函数中只出现过一次，那么 𝑣是一个参数变量。

• 若变量 𝑣决定了一个数组的长度或集合的范围，那么 𝑣是一个参数变量。

• 若变量 𝑣是一个子集（“subset”）或路径（“path”）等，那么 𝑣是一个决策变量。

• 每个约束或目标函数通常至少包含一个决策变量。因此，如果一个约束或目标
函数包含 𝑁 个变量，且其中 (𝑁 − 1) 个变量已经被定为参数变量，那么剩余的
那个变量是一个决策变量。

迭代完成后，所有未被分类的变量均视为决策变量。

最终，NL2COPDL将每个变量的声明语句插入模型，便得到完整的 COPDL模型。

如果某个（些）变量被声明却没有在约束和目标函数中使用过，NL2COPDL会生成警

告信息反馈给用户，用户可以依此来检查自然语言问题描述是否存在拼写错误、语法

错误等常见问题。

輵輮輵 NL2COPDL正确性和性能测试实验设计与结果
本节在自建数据集（见 5.3节）上评价 NL2COPDL，第 5.5.1节实验需要研究的问

题，第 5.5.2节展示相应的实验结果并进行分析。

輵輮輵輮輱 研究问题及实验设计

本节中将设计实验来研究以下三个问题，以此来评价 NL2COPDL的好坏：

1. NL2COPDL能否高效地从自然语言描述自动产生组合优化约束模型？实验通过
测量 NL2COPDL 对数据集中自然语言描述进行处理和转换的时间开销来评价

NL2COPDL的运行效率。

2. NL2COPDL 产生的组合优化约束模型的正确性如何？实验通过 COPDL2C 产

生求解程序，并使用预先设计的测试数据来验证每个组合优化约束模型是否正

确。具体来说，对于数据集中的每个问题，都事先准备了 1–5个具有代表性的
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图 5.14 数据集中自然语言描述对应 COPDL
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图 5.15 数据集中自然语言描述对应 COPDL
模型的变量数分布

测试数据，每个测试数据包括输入（参数变量值）和期望的标准输出（决策变

量值）。将自动生成的组合优化约束模型交给 COPDL2C产生求解程序，将每个

测试数据的输入分别传入求解程序，求解得到最优的决策变量值，再将得到的

决策变量值与标准输出进行比较。一个组合优化约束模型是正确的，当且仅当

相应的求解程序在该问题所有测试数据的输入上都能求得期望的输出。

3. NL2COPDL产生的组合优化约束模型的质量如何？由于数据集中 7个来自MiniZ-
inc 手册或标准测试集的问题存在由专家设计的标准组合优化约束模型，实验
通过比较 NL2COPDL 自动生成的组合优化约束模型以及专家编写的模型在自

动求解效率上的差异，来评价自动生成的模型的质量。

輵輮輵輮輲 实验结果

整个实验均在同一台普通个人电脑（CPU：Intel Core i5-7300HQ 2.5GHz，内存：
8G）上进行。

对于数据集中的每个问题，NL2COPDL 均能生成语法正确的完整 COPDL 模型。

图 5.13，5.14，和 5.15分别展示了生成的 COPDL模型的数据分布情况，包括 (a)符号
数，(b)语句数，以及 (c)变量数。其中，有 38个模型至少包含 20个符号。每个模型
都包含 3–10个 COPDL语句以及 1–5个变量。这些数值表明，大部分的模型都具有一
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图 5.16 NL2COPDL产生 COPDL模型的运行时间

定的复杂性。

图 5.16 展示了 NL2COPDL 对数据集中每个问题产生相应 COPDL 模型的运行时

间。对于每个问题，NL2COPDL 大约需要花费 32.7–38.1 秒的时间完成组合优化约束
模型的自动生成工作，其中 93.7%–98.8% 的时间花费在了 CoreNLP 工具处理自然语
言描述产生短语结构树和共指关系图上，后续的分析和生成工作只花费了总时间的

1.2%–6.3%。

结论 輵輮輱：NL2COPDL在分析自然语言描述和生成组合优化约束模型上具有较高

的效率。

对于每个生成的组合优化约束模型，实验使用相应问题预先设计的所有测试数据

测试其能否求出正确结果。实验表明，这些组合优化约束模型均能够顺利通过所有测

试，即 NL2COPDL对数据集中的 40个问题的自然语言描述均能够产生正确的组合优
化约束模型。图 5.17展示了 COPDL2C求解这些组合优化约束模型所需要的平均求解

时间。其中，有 12个模型能够在 1秒内被求解，15个模型在 1–10秒内被求解，10个
模型在 10–100秒内被求解，只有 3个模型需要花费平均超过 100秒才能被求解。

结论 輵輮輲：对于数据集中的所有问题，NL2COPDL均能生成正确的组合优化约束

模型，且大部分模型对应的由 COPDL2C产生的求解程序具有较高的求解效率。

表 5.1列举了来源于 MiniZinc教程或标准测试集的 7个问题。由于这些问题本身
没有对参数变量的范围限制，因此在 NL2COPDL 产生的 COPDL 模型上，人工将参

数变量声明中描述上下界的“?”替换为测试实例中相应参数变量的最小/最大值。在这
些问题上，实验比较了自动生成模型与人工设计模型在求解上的时间开销，结果见表
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图 5.17 COPDL2C求解产生的 COPDL模型的平均时间

表 5.3 自动生成模型与人工设计模型的平均求解时间（秒）对比

题目编号 自动生成模型 人工设计模型

𝑃𝐴 7.3 7.3
𝑃𝐵 2.7 2.4
𝑃𝐶 3.7 3.6
𝑃𝐷 9.4 9.3
𝑃𝐸 >100 1.4
𝑃𝐹 47.8 22.6
𝑃𝐺 >100 12.5
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5.3。对于 𝑃𝐴–𝑃𝐷，自动生成模型与人工设计模型的表现基本一致，更进一步说，两种

模型只有在变量名、语句顺序上略有差别，这些差别并不会对求解时间造成太大的影

响。不过，对于 𝑃𝐸–𝑃𝐺，自动生成模型的求解时间要明显多于人工设计模型的求解时

间。经过仔细研究发现，造成自动生成模型低效的原因可分为两点：

• NL2COPDL缺乏对于决策变量取值范围限制的常识或领域知识。这类知识的缺

失虽然不会影响模型的正确性，但由于无法对取值范围作严格的限制，导致搜

索空间过大，最终造成求解效率低下。例如，𝑃𝐸 要求搜索出两种蛋糕的数量。

由于 NL2COPDL没有“数量不能小于 0”的常识，只能将数量的范围设置为默认
范围 −∞到 +∞，使得搜索空间很大。而专家设计的模型限定了数量为非负，极
大减少了搜索空间，求解效率也有显著提升。

• NL2COPDL 并没有对组合优化约束模型有针对性地应用额外的优化策略，而

一些专家设计的模型则可以根据问题的特性对变量的表示、搜索策略等进行优

化。例如，𝑃𝐹 的模型可以通过将搜索策略设置为“first_fail”（优先尝试搜索定
义域较小的变量）和“indomain_min”（对于每个变量，从小到大顺序尝试定义
域内可行值），提前发现冲突和矛盾，尽早舍弃不可行的分支，减少搜索量，从

而提高搜索效率；在 𝑃𝐺 中，使用边集合而非结点列表来表示路径，利用这种

更有利于求解当前问题的特殊的数据结构，可以提升求解效率。这两种结合专

家知识优化得到的模型，在求解效率上都要远远高于未经任何优化的模型。

结论 輵輮輳：NL2COPDL自动产生的组合优化约束模型有时会比专家设计的模型低

效，主要原因是缺少常识或领域知识，或者没有应用领域相关的模型优化策略。

这些缺点对于自动生成来说是难以克服的。

輵輮輶 本章小结

本章介绍了 NL2COPDL，一种从自然语言问题描述自动产生组合优化约束模型的

方法和工具。NL2COPDL的创新之处包括：

1. NL2COPDL是首个尝试将自然语言描述翻译成组合优化约束模型的工具。这种

自动的模型生成工具，可以有效降低约束编程求解约束满足问题和组合优化问

题的难度。

2. NL2COPDL利用共指关系联系同一变量的不同提及，从而实现多条相关语句的

正确生成。

3. NL2COPDL结合了基于模板规则的翻译技术以及基于框架的翻译技术，以提高

翻译的准确性。
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这项研究课题非常具有挑战性，因为在自然语言描述中，组合优化的约束和优化

目标的表达方式是非常灵活的：（1）有大量的领域特定关键词；（2）形式多样的名
词或名词短语；（3）名词或名词短语之间具有复杂的共指关系。为了克服这些困难，
NL2COPDL 采用了（1）自然语言处理，（2）基于模板的元素提取，（3）基于关键词
和规则的框架生成，（4）基于框架的模型自动生成等技术，最终实现了从自然语言描
述自动产生组合优化约束模型。实验结果表明，NL2COPDL有能力对多种问题的自然

语言描述生成正确的组合优化约束模型，虽然某些自动产生模型会比专家设计并优化

过的模型在求解上要低效一些。

在后续工作中，可以通过多种途径提高 NL2COPDL的适用性。例如，设计并实现

开放接口，允许用户根据自身的需求和领域特定知识，添加自定义的关键词和翻译规

则；使用机器学习技术，从错误中学习，自动扩充关键词库，完善规则；尝试自动分

析问题特性并有针对性地应用高级搜索策略，以提高生成模型的求解效率。
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第六章 问题建模训练平台 COPDLOpenJudge的关键技
术和应用

第三至五章介绍的 COPDL2C和 NL2COPDL这两个工具，将从问题的自然语言描

述到生成问题求解程序的完整求解过程自然地分成问题建模和模型求解两个阶段。这

样的任务分解在程序员的培养中可以起到提高效率的作用。

在计算机专业学生的培养方案中，对组合优化问题求解能力的训练和考察，在离

散数学、程序设计、算法设计与分析等课程的作业和考试中，均占有相当大的比重。

在世界大学生程序设计竞赛（ACM/ICPC）中，来自各大高校的顶尖计算机专业学生
们比拼的主要也是组合优化问题的建模和高效求解能力。然而学生学会编写高效的组

合优化问题求解程序并非易事。研究表明，很多学生因为受挫而中途退出计算机专业

的学习。在现行的教学方法中，通常是要求学生从自然语言描述的问题直接编写出求

解程序。此过程叠加了问题建模和模型求解两阶段的难度。如果能将这两个阶段分开

来训练，则可极大降低学习的难度。另外，现有的教学方法中鲜有对建模能力的单独

训练，而建模能力是决定学生能否学以致用的关键能力。

因此，本章基于 COPDL2C设计开发了一个在线评测平台 COPDLOpenJudge，用

于提升计算机专业和非专业程序员的培养效率。平台上放置了第五章第 5.3节所描述
的自建的自然语言描述的组合优化问题数据集。在传统的求解流程下，用户通过阅读

自然语言描述的问题，编写并提交问题的 COPDL 描述来直接求解相应问题。而在基

于 COPDLOpenJudge 的教学中，对于非计算机专业的程序员来说，只需要学会使用

COPDL 描述问题，就可以通过 COPDL2C 获得相应问题的 C 代码求解程序；对于计
算机专业的程序员来说，可以通过 COPDL 单独训练问题的建模方法，同时也可以通

过阅读由 COPDL2C产生的具有一定可读性的 C代码学习针对问题模型的高效求解算
法。由此，在 COPDLOpenJudge平台上，一个复杂的学习任务被分解成了两个相对较

小的任务。实验表明，这样的任务分解可以使学生提振信心并提升学习效率。

輶輮輱 程序设计类与算法分析类课程中的问题求解能力

在程序设计类和算法分析类课程中，问题求解能力是学生能够取得优秀表现的关

键能力之一。先前的研究表明，计算机科学专业的高失败率，很多时候是由于初学者

缺乏问题求解能力导致的（Beaubouef et al 2005，Butler et al 2007）。Tu et al（1990）
研究发现，学生可以通过编程任务训练和提高问题求解能力。然而，如果这些任务过
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COPDLOpenJudge
COPDL描述

COPDL2C

C编译器

C语言程序

自动化评测
可执行程序 反馈信息

数据库

C语言程序

图 6.1 COPDLOpenJudge技术架构

于困难，学生会丧失解决这些任务的信心和动力，反而失去了训练问题求解能力的机

会，甚至对编程产生负面情绪。

根据之前程序设计类和算法分析类课程的教学经验以及与学生的交流发现，组合

优化问题在编程任务里属于较难的一类问题。其原因主要有如下两点：

• 学生有时会遗漏题面中的重要条件，或者错误理解题目意义，导致最终编写的
程序不符合题意；

• 学生正确理解了题意，但在设计和实现程序的时候犯错导致结果不正确。

在提交程序却被判定为不正确时，学生们往往会觉得很沮丧，特别是当无法判断错误

是源于题意误解还是编码失误时，在修改时会觉得无从下手。

本章尝试在程序设计类和算法分析类课程的教学中引入 COPDL 语言以及相关的

COPDL2C 工具，辅助学生完成编程任务，从而使问题求解能力得到充分锻炼。作为

一个“支架式（轳轣轡輛软转轤轩轮轧）”教学工具，COPDL将初学者还没有准备好面对的困难问

题（比如算法设计、程序调试）暂时隐藏起来，先训练学生形式化描述问题的能力，

直至学生有足够的信心和能力面对困难问题，再让学生舍弃工具，独立完成编程任

务。

輶輮輲 问题建模训练平台 COPDLOpenJudge的设计与实现

本节介绍了问题建模训练平台 COPDLOpenJudge的整体架构，使用方法，以及能

够提供给用户的错误提示与反馈信息内容。

輶輮輲輮輱 问题建模训练平台 COPDLOpenJudge的技术架构

为了让学生能够更方便地使用 COPDL语言，COPDL2C工具被集成到北京大学在

线评测系统（OpenJudge，http://openjudge.cn/）上，形成完整的 COPDL 语言在

线学习、模型评测平台 COPDLOpenJudge（http://pdl.openjudge.cn/）。
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表 6.1 评测结果分类及含义

评测结果 缩写 含义

Accepted AC 程序通过测试（正确且高效）
Wrong Answer WA 程序输出结果错误

Time Limit Exceeded TLE 程序运行时间超出规定时间上限
Compile Error CE 程序编译错误，无法生成可执行文件
Runtime Error RE 程序在执行时抛出了未处理的异常

Presentation Error PE 程序基本正确，只是输出格式与标准输出略有不同
Memory Limit Exceeded MLE 程序使用内存超出规定内存使用上限
Output Limit Exceed OLE 程序输出过量内容

在线程序评测系统（online judge，OJ）是用于判断程序的正确性的高效的自动评
测系统。用户在使用在线程序评测系统时，首先阅读问题题面（自然语言），思考设

计算法并编写程序，然后将程序源代码提交至系统。系统自动使用预先精心设计的一

组或多组测试数据对用户提交的程序进行黑盒测试，以评估程序的正确性和效率。最

终，根据运行结果，向用户反馈评测结果，评测结果主要分为 8类，如表 6.1所示。用
户可根据评测结果修改自己的程序并重复提交。

图 6.1 展示了在既有在线程序评测系统上搭建的问题建模训练平台 COPDLOpen-

Judge 测试 COPDL 描述正确性的整体流程和技术架构。对于用户提交的 COPDL 描

述，COPDLOpenJudge首先使用 COPDL的程序自动生成工具 COPDL2C产生 C程序，
然后使用 C编译器产生可执行文件。随后，自动化评测机使用预先设定的测试数据验
证程序是否正确，并将评测结果返回给用户。同时，COPDLOpenJudge也支持直接对

C程序进行评测，从而方便进行对比实验。

图 6.2展示了本章设计的 COPDLOpenJudge关键操作的交互过程。学生首先会选

择并打开一道试题，由前端服务器从自身的数据库中获取用自然语言描述的题面并返

回给学生。学生每次完成编辑并提交 COPDL 描述后，前端服务器会异步地向后端评

测机发送一个评测任务；后端评测机收到评测任务后，依次完成C代码生成、编译和
黑箱测试等工作，并将错误提示和评测结果及时返回给前端服务器。大约在 COPDL

描述提交后 2–5秒，学生就可从前端服务器上查询到相应的反馈信息。

輶輮輲輮輲 问题建模训练平台 COPDLOpenJudge的使用方法

图 6.3展示了提交 COPDL描述的界面。用户只需将写好的 COPDL描述复制粘贴

到文本框中，单击确认即可完成提交。COPDLOpenJudge 收到 COPDL描述后，只需

2–5秒便可完成整个评测过程，并将结果反馈给用户（如图 6.4）。
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: 学生: 学生 : 前端服务器: 前端服务器 : 后端评测机: 后端评测机

选择并打开试题

返回自然语言描述

使用COPDL2C产生C代码

编译C代码并进行黑箱测试
返回评测结果

返回错误提示

循环循环

返回错误提示和评测结果

发送评测任务

提交COPDL描述

查询提交状态

图 6.2 COPDLOpenJudge关键操作的交互图

图 6.3 COPDLOpenJudge提交 COPDL描述界面
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图 6.4 COPDLOpenJudge反馈结果界面

輶輮輲輮輳 错误提示与反馈信息

为了帮助用户更好地定位和改正 COPDL描述中的错误，COPDL2C在程序自动生

成过程中，根据 COPDL 描述中可能存在的问题，提供了类似于编译信息的四类错误

提示：

• 语法分析错误：COPDL 描述中存在语法或拼写错误。反馈信息中还会包含首

次出现错误的行列位置。

• 类型错误：COPDL 描述中的表达式之间存在类型冲突。反馈信息中还会包含

最小的存在类型冲突的子表达式，以及各操作数分别被推断成何种类型。

• 无界变量错误：某些变量缺少必要的值域限制，导致搜索空间无界。反馈信息
中还会包含这些缺少上界或下界的变量名。

• 未使用变量警告：报告被定义但未被使用的变量。

同时，COPDL2C还会将生成的C语言程序也一并返回给学生。学生提交的COPDL

描述有问题时，可以自行设计一些样例数据测试这些程序，以更快地发现错误并进行

修改；同时，学生也可以通过阅读代码，学习基本的程序实现和优化策略。

輶輮輳 COPDL及 COPDL2C辅助教学效果评估实验设计与结果

本章通过在不同组学生之间的对比实验，评估 COPDL 及 COPDL2C 的适用性，
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表 6.2 用于不同组学生进行对比实验的编程任务

编号 题目名 算法类型 题目描述

P1 重复的数 枚举 给定 𝑁 (1 ≤ 𝑁 ≤ 1000) 个整数，找出其中唯一一
个重复出现的数。

P2 八皇后 搜索剪枝 将八个国际象棋里的皇后放置在象棋棋盘上，使
得每个皇后都无法直接攻击别的皇后。

P3 最短路 动态规划 一个国家有 𝑁 (1 ≤ 𝑁 ≤ 100)座城市。给出城市间
的距离，找到从城市 1到城市 N的最短路。

P4 和为 K 枚举 从 𝑁 (1 ≤ 𝑁 ≤ 1000) 个给定整数中找到和为 𝐾 的
两个数。

P5 信使问题 搜索剪枝 一个国家有 𝑁 (1 ≤ 𝑁 ≤ 10) 座城市。给出城市
间的距离，找到一条最短路经过每座城市恰好一
次。

P6 团队合作 动态规划 有 𝑁 (1 ≤ 𝑁 ≤ 100) 名候选者。每名候选者具有
一个合作值 𝑣（−50 ≤ 𝑣 ≤ 50）和一个工作值 𝑤

（−50 ≤ 𝑤 ≤ 50）。要求从中选取任意数量的候选
者组成团队，满足团队成员的总合作值为正。如
何选取能够使得团队成员的总工作值最大？

即探究 COPDL 是否对程序设计类和算法分析类课程的教学有帮助。整个实验均在

COPDLOpenJudge平台上完成。

实验与计算机科学专业本科的一门程序设计与算法分析相关课程合作，并作为课

程的一项作业布置给学生。通过这门课之前的学习，学生已较为熟练地掌握了 C语言
编程并具有了枚举、搜索剪枝、动态规划等算法的设计和实现基础。

輶輮輳輮輱 实验设计

在实验开始之前，所有学生都会收到 COPDL 的参考手册（见附录 A）。手册直
观且详细地介绍了 COPDL的语法和使用方式，同时提供了丰富的示例帮助学生理解。

学生在实验前有充足的时间阅读手册并学习使用 COPDL。

为了进行对比实验，所有同学都被要求独立完成相同的六个编程任务。表 6.2列
举了这些编程任务的具体细节。其中，每种算法类型（枚举，搜索剪枝，动态规划）

的任务各有两个。一般而言，三种算法类型的难度应该是“枚举 < 搜索剪枝 < 动态规

划”。这些题目的难度与课程讲义的例题相当，因此大部分学生都能很好地掌握。

参与实验的所有 187名学生被分成 4组进行对比试验，分组时充分考虑了学生之
前学期的计算机专业课成绩，使得各组总体编程能力基本接近。每组学生需要完成特

定的任务。表 6.3列出了对于每一组学生的任务设计。简单来说，每名学生的任务均
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表 6.3 各组学生需要完成的任务

组编号 任务设计

组 I 先用 NL2COPDL实现 P1–P3，再用 C实现 P4–P6
组 II 先用 C实现 P4–P6，再用 NL2COPDL实现 P1–P3
组 III 先用 NL2COPDL实现 P4–P6，再用 C实现 P1–P3
组 IV 先用 C实现 P1–P3，再用 NL2COPDL实现 P4–P6

由两个阶段组成：在阶段 1，学生需要使用 COPDL或 C完成三个编程任务；在阶段
2，学生需要使用另一种工具完成另外三个编程任务。

这样的实验设置使得每个编程任务上使用 COPDL和 C的学生数大致相当，以便
于保证后续实验比较的公平性。

每位参与学生在实验开始前，首先对自己求解问题的信心水平主观地做了评价。

在实验的过程中，学生将有至多 30分钟的时间用于完成每个编程任务。COPDL描述

或 C程序的正确性均由在线评测系统实时判定并将结果返回给学生，学生可以在时间
限制内无限次地进行提交。在每个阶段结束后，学生将填写如下问卷：

1. 你在每个编程任务上分别花费了多长时间？
2. 使用 COPDL描述问题 / C编写程序的难易程度如何？
3. 在 COPDL描述 / C程序上查错并修改的难易程度如何？
4. 你对求解问题的信心如何？

在完成编程任务的过程中，学生记录下自己解决每个问题所花费的分钟数作为问

题 1的填写内容。对于问题 2–4，使用五级李克特量（five-level Likert scale）（Allen et
al 2007）进行主观评分。

实验结束后，根据学生的反馈信息以及在线评测系统记录的评测结果对下列研究

问题进行深入探究：

1. 学生使用 COPDL 輯 轃完成编程任务的表现如何？通过比较学生解决每个问题所
花费时间以及在线评测系统上记录的完成情况分析使用 COPDL 对学生完成编

程任务的帮助。

2. 编写 COPDL描述与编写 轃程序的难度是否有差异？通过对比学生在问卷问题
2上的评分，分析二者差异。

3. 对 COPDL描述 輯 轃程序查错并修改的难度是否有差异？通过对比学生在问卷问
题 3上的评分，分析二者差异。

4. COPDL 能否帮助提升学生求解问题的信心？通过对比学生在问卷问题 4 上的
评分，分析使用 COPDL的情况下，学生的自信心是否有提升。
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0.0%

10.0%

20.0%

30.0%

40.0%

很有信心 较有信心 一般 较没信心 很没信心

学生比例

学生求解问题
的信心程度

图 6.5 学生在实验前的求解问题信心程度

表 6.4 各组学生求解 6个组合优化问题的情况统计

使用 COPDL 使用 轃
轐輱 轐輲 轐輳 轐輴 轐輵 轐輶 轐輱 轐輲 轐輳 轐輴 轐輵 轐輶

放弃率（輥） 0.0 1.1 2.3 0.0 2.1 1.0 1.0 5.2 18.6 0.0 4.5 23.9
平均时间（分） 5.5 8.3 9.2 5.0 8.1 6.4 5.9 14.6 22.6 7.1 15.4 26.7
错误率（輥） 0.0 3.4 2.3 0.0 2.1 0.0 2.1 9.8 17.7 0.0 11.9 17.9

輶輮輳輮輲 实验结果

在本节的实验结果分析中，由于各组数据样本数量足够大（𝑛 > 30），且不具有方
差齐性，因此均采用曼-惠特尼 U检验（Mann-Whitney U test）判断两组数据均值是否
存在显著差异（Mann et al 1947），单侧检验，设置显著水平为 𝛼 = 0.01。零假设 𝐻0和

备择假设 𝐻1分别定义为式 (6.1)和式 (6.2)。

𝐻0 : 𝜇1 ≥ 𝜇2 (6.1)

𝐻1 : 𝜇1 < 𝜇2 (6.2)

若计算得到的 𝑝 ≤ 𝛼，则拒绝 𝐻0，接受 𝐻1，即一组数据的均值显著小于另一组数

据的均值；否则不能拒绝 𝐻0，即一组数据的均值不显著小于另一组数据的均值。

图 6.5 展示了学生在实验前对自己求解问题信心的主观评价。其中，53.5% 的学
生对求解问题没有信心，而只有 11.4%的学生有信心。大部分学生缺乏信心，也从侧
面反映出求解组合优化问题是一项有难度的任务。

表 6.4统计了学生在实验过程中编程任务的完成状态。其中，放弃率显示了该编
程任务下在规定时间限制内没有向在线程序评测系统提交任何文件的学生比例；平均

时间是该编程任务下所有成功完成的学生的平均完成时间；错误率是最后一次提交不

正确的学生占未放弃学生人数的比例。根据此表可以看出，使用 COPDL 的学生的放

弃率要低于使用 C 的学生，尤其是对于难度最大的两个问题 P3 和 P6，使用 COPDL
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0.0%

5.0%

10.0%

15.0%

20.0%

25.0%

30.0%

35.0%

很容易 较容易 一般 较困难 很困难

使用 PDL 使用 C

学生比例

学生对编写程序
的难易程度评价

图 6.6 学生对使用 COPDL和 C编写程序难易程度的评价

0.0%

10.0%

20.0%

30.0%

很容易 较容易 一般 较困难 很困难

使用 PDL 使用 C

学生比例

学生对查错和修改
的难易程度评价

图 6.7 学生对使用 COPDL和 C查错和修改难易程度的评价

的学生中，分别只有 2.3% 和 1.0% 的学生选择放弃；然而，使用 C 的学生中，有多
达 18.6%和 23.9%的学生选择了放弃。而对于没有放弃的学生，除了在 P1和 P4这两
道简单题上，使用 COPDL的学生和使用 C的学生在平均求解时间上没有显著优势外
（分别是 𝑝 = 0.38209 > 𝛼和 𝑝 = 0.01743 > 𝛼），在其他较难的题目上，使用 COPDL的

学生的平均求解时间要显著更短（𝑝 < 0.00001 < 𝛼），且随着编程任务难度的的增加，
二者的差异也会随之增大。此外，使用 COPDL的学生的错误率也会更低一些，因为

COPDL并不要求学生设计和实现求解算法，因此避免了因编码失误造成的错误。

结论 輶輮輱：使用 COPDL可以有效地降低学生求解问题时的放弃率，同时，也帮

助学生在更少的时间内更正确地求解问题。

图 6.6 展示了学生对使用 COPDL 和 C 编写程序难易程度的评价。46.5% 的学生
认为编写 COPDL 描述比较容易，而只有 20.0% 的学生认为比较困难。与之相反的，
33.0% 的学生认为编写 C 程序比较简单，而 36.2% 的学生认为比较困难。平均来看，
编写 COPDL描述显著易于编写 C程序（𝑝 < 0.00001 < 𝛼）。

类似的反差同样出现在对使用 COPDL 和 C 查错和修改难易程度的评价上（图
6.7）。对 COPDL 描述查错和修改时，46.5% 的学生认为比较容易，而 20.0% 的学生
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使用 PDL 使用 C

学生比例

学生求解问题的
信心程度

图 6.8 学生在阶段 1结束后的求解问题信心程度

认为比较困难。而对 C 程序查错和修改时，只有 11.4% 的学生觉得容易，而有多达
69.2% 的学生觉得困难。这些结果也从侧面解释了为什么使用 COPDL 能够在更短的

时间内更好地解决编程任务。平均来看，对 COPDL描述查错和修改显著易于对 C程
序查错和修改（𝑝 < 0.00001 < 𝛼）。

结论 輶輮輲：相较于对 C程序编写、查错和修改，对 COPDL描述进行编写、查错

和修改更为容易。对于初学者来说，COPDL更容易上手。

图 6.8展示了学生完成阶段 1的三个编程任务后的求解问题信心程度。将其与实
验前的信心程度（图 6.5）比较后可以发现，在使用 COPDL的学生中，报告自己对求

解问题有信心的人数大大增加（从 11.4%增长至 41.2%），而缺乏自信的学生人数也明
显减少（从 53.5%降至 21.1%）。换言之，使用 COPDL作为求解编程任务的辅助工具，

学生的求解问题信心会有显著地提升，这有利于问题求解能力的训练。平均来看，使

用 COPDL的经历能够显著提高自信（𝑝 < 0.00001 < 𝛼）；相反使用 C的经历并不会对
自信心提升有明显帮助（𝑝 = 0.44433 > 𝛼）。

结论 輶輮輳：使用 COPDL的经历可以明显提升学生对求解问题的信心。

輶輮輴 本章小结

组合优化问题通常是比较困难的，不仅是建模困难，而且实现求解程序也有一定

困难。对于没有很多编程经验的初学者来说，独立求解这类问题可能会留下负面的经

历，导致学习的信心和动力丧失。本章将 COPDLOpenJudge作为支架式教学工具引入

程序设计类和算法分析类课程的教学。通过将问题求解过程划分为问题建模和程序实

现两个独立的部分，隐藏较困难的部分，降低问题求解难度，提升学生问题求解的信

心，从而使学生的问题求解能力得到更好的锻炼。实验表明，COPDL能够显著降低问
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题求解的复杂性，并且让使用者更有信心去尝试求解组合优化问题。
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第七章 结论和展望

让计算机学会像人一样做需要具备一定智能的工作，一直都是人工智能领域不懈

追求的目标。下棋机器人、高考机器人、聊天机器人等等，计算机正在学会越来越

多人类认为需要智能的事情。编写正确而高效的计算机程序，无疑是一项高难度的、

需要复杂智能的工作。本文沿着这一思路出发，力图让计算机学会自动生成给定问题

的求解程序。本文将问题域聚焦在了一类极具挑战性而又广泛存在的问题——组合优

化问题上。论文工作围绕三个关键问题展开，即（1）如何描述待求解的组合优化问
题？（2）如何提高解决组合优化问题的求解效率？（3）如何将自然语言描述的组合优
化问题自动转化为形式化约束模型，进而自动产生相应的求解程序？

輷輮輱 本文工作总结

本文首先探究了如何从组合优化约束模型产生程序源代码。为了实现这一目标，

本文定义了新的问题描述语言 COPDL并实现了相应的程序自动生成工具 COPDL2C。

在 COPDL2C中，经过类型推导，独立变量选取、基于循环/递归的程序自动生成等操
作，成功将 COPDL描述的问题转化为正确的基本求解程序。

本文进一步研究了如何静态分析问题性质，并在基础求解算法上自动应用搜索剪

枝、动态规划两类高级优化技术，以提高求解程序的求解效率。这项工作的步骤包括

自动化的问题性质识别，优化技术设计和实现，以及模型质量评估等。实验结果表明，

通过应用这些高级优化技术，产生的程序比通用求解器消耗资源少，且在搜索问题和

动态规划问题的求解效率上优于主流的约束求解器。

此外，本文进一步设计实现了从自然语言描述到 COPDL的翻译算法 NL2COPDL，

以降低用户描述组合优化问题的门槛。在转换过程中，本文首先利用 CoreNLP 自然
语言处理工具对自然语言描述进行处理，然后从中提取出关键词、变量以及变量类

型；之后，基于关键词和翻译规则产生了约束框架，并使用基于框架的程序自动生成

产生了完整的 COPDL 约束模型。这一方法在本文自建的 40 个组合优化问题上取得
了 100%的正确率，但是其泛化能力还有待提升。后续将继续推广到其他公开数据集，
以及更广泛的用自然语言描述的组合优化问题上。

最后，本文基于 COPDL2C 设计并实现了程序在线评测教学平台 COPDLOpen-

Judge，并将其应用在程序设计类与算法分析类课程的教学上。由于定义了 COPDL并

实现了 NL2COPDL和 COPDL2C两个工具，从自然语言问题描述到生成求解程序代码

的工作被自然地分割成两个子任务，即问题建模和模型求解。这样的任务分割同样适
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用于程序员的培养过程。让学生将自然语言问题描述重写成等价的 COPDL，可以训

练其建模能力而无需纠结于模型求解代码的具体细节，规避了复杂的实现问题过早暴

露给初学者，从而降低了问题求解的难度，这有助于增强学生的信心和学习动力，避

免学生对编程产生恐惧。

综上所述，本文的主要创新点如下：

• 设计了适合用于程序自动生成的组合优化约束模型描述语言 COPDL，并设计
实现了 COPDL编译工具 COPDL2C，可用于产生基本求解算法；

• 提出了问题模型性质的静态分析方法，并在 COPDL2C的基础上，根据问题性
质设计并应用搜索剪枝和动态规划两种高级优化技术；

• 提出将描述组合优化问题的自然语言转化为形式化描述的算法 NL2COPDL，该
算法使用基于模板规则和基于框架的方法生成 COPDL描述；

• 将 COPDL 及相关工具作为輐支架式輑教学工具应用于教学工作中，作为问题建
模训练的工具，同时提高了学生求解问题的信心。

輷輮輲 未来工作展望

本文从多个角度研究了面向组合优化约束模型的程序自动生成的方法和技术，以

及相关工具在教学上的应用，并通过实验验证了这些算法的有效性。基于本文工作，

未来可以进一步优化和细化现有的成果和工作，包括：

1. 推广 COPDL及相关工具
• 将 COPDL 及相关工具开源，吸引更多的程序自动生成方法研究人员在

本文工作基础上继续深化和泛化现有研究，进而形成一套高效而实用的

组合优化问题求解程序自动生成工具。

• 将 COPDL 及相关工具更广泛地应用于程序设计与算法分析类课程的教

学当中，提高对学生问题求解能力，特别是问题建模能力的培养效率。

2. 增强 COPDL的表达能力及 COPDL2C的程序优化能力
• 完善问题描述语言 COPDL：简化语法，提高抽象程度，让普通用户更容

易学习和使用；或者引入常用的元素（例如字符串、高级数据结构等）

增加表达能力，方便用户描述问题的同时，也能让 COPDL2C 更好地发

现问题性质并运用优化算法。

• 探究如何自动挖掘更多的问题性质，并自动应用其他优化算法，包括分
治、贪心，甚至模拟退火、遗传算法等概率算法。

3. 扩大 NL2COPDL的适用范围
• 进一步降低使用者门槛：尝试用自然语言理解领域的最新研究成果，增
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强 NL2COPDL 的处理能力，使更多类型的问题能被直接转化为求解程

序；

• 设计并实现 NL2COPDL的扩展接口，支持用户自定义领域相关的模板库

和规则库，从而提高 NL2COPDL的可扩展性。

本文作者将继续现有的面向组合优化约束模型的程序自动生成研究工作，期望让

计算机能够更好地提高人类的工作效率。
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附录 轁 COPDL手册

轁輮輱 COPDL简介
COPDL（Combinatorial Optimization Problem Description Language）是一种用于组

合优化问题建模的语言。使用 COPDL时，用户只需要列举变量之间的约束关系，而

无需指明如何求解该问题——COPDL编译工具将根据约束的性质自动生成可行的求解

算法及相应的源代码。

COPDL 支持各种常用的运算符与数学函数，允许用户使用接近于数学公式甚至

自然语言的形式描述问题。

相比于传统的使用程序设计语言编写程序求解问题，使用 COPDL 生成工具自动

生成程序有诸多好处：

• 用户只需具备基本的数学知识即可完成求解工作，无需任何编程基础和算法知
识；

• COPDL描述可读性强，便于交流及查错；

• 用户只需考虑如何建模，而无需在思考如何求解问题上花费大量精力和时间；
• 使用自动工具生成程序，可以避免在编程过程中因人为失误产生 bug；
• 用户可以在自动生成的程序的基础上进行二次开发。

轁輮輲 COPDL实例
本节呈现了两个经典问题的 COPDL描述示例，具体的细节将在下一章详细说明。

单词间的空白符（空格、换行、制表符等）可以随意使用。

轁輮輲輮輱 最大公约数

求 𝐴和 𝐵的最大公约数。

#input

A of int in [1,10^6];

B of int in [1,10^6];

#required

G of int in [0,?];

X of int;
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Y of int;

A = G * X;

B = G * Y;

#objective

maximize G;

轁輮輲輮輲 輰輯輱背包问题

选取若干物品放入背包，在物品总重量和不超过背包容量的条件下，物品总价值

和尽可能大。

#input

N of int in [1,100];

capacity of int in [1,10000];

profits of (int in [1,1000])[1~N];

weights of (int in [1,1000])[1~N];

#required

knapsack of (int in [1,N]){};

summation

[weights[i] : forall i (i in knapsack)]

<= capacity;

#objective

maximize summation

[profits[i] : forall i (i in knapsack)];

#output

knapsack;
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轁輮輳 COPDL语法

轁輮輳輮輱 基本框架

一个 COPDL模型由四部分组成：#input，#required，#objetive和 #output（輐輣輑后
不能有空格）。每个部分均可省略，但 輣软轢轪轥轴轩轶轥和 輣软轵轴轰轵轴至少存在一个。所有语句
均以分号（輻）作为结束。下面将以 0/1背包问题的描述来说明 COPDL的基本框架。

轁輮輳輮輱輮輱 輣轩轮轰轵轴部分

定义问题的所有输入变量，包括变量名、类型和取值范围等。注意：COPDL编译
工具会按照 輣轩轮轰轵轴中列出的变量顺序依次生成相应的读入语句，因此务必保证列出顺
序与实际输入顺序一致。

在示例中，#input部分列出了该问题的四个输入变量，分别是两个整数变量 𝑁 和

𝑐𝑎𝑝𝑎𝑐𝑖𝑡𝑦，以及两个整数数组变量 𝑝𝑟𝑜 𝑓 𝑖𝑡𝑠和 𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡𝑠；同时，定义了各变量的类型和

取值范围，数组变量还需定义下标范围。

轁輮輳輮輱輮輲 輣轲轥轱轵轩轲轥轤部分

列举变量之间的关系，由若干陈述（statement）组成。陈述分为两类：
• 定义中间变量，格式与 #input部分相同；
• 一个约束关系，用一个 bool类型的表达式表示。
在示例中，#required 部分首先定义了一个集合变量 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘，即最终选取物品

的下标集合。之后，描述了 𝑘𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘 需要满足的一个约束条件——选取物品的总重

量和不超过 𝑐𝑎𝑝𝑎𝑐𝑖𝑡𝑦。

轁輮輳輮輱輮輳 輣软轢轪轥轣轴轩轶轥部分

一个目标函数（objective function）。为最大化（maximize）/最小化（minimize）某
个表达式的值。特别地，如果问题仅仅要求找到一组符合所有约束的可行解，则该部

分为空。

注意：默认情况下，最终的目标函数值将被第一个输出。在maximize/minimize前
加“@”可禁止输出该值。

在示例中，求解目标为最大化表达式选取物品的总价值和。

轁輮輳輮輱輮輴 輣软轵轴轰轵轴部分

若需要输出其他结果，则可以在此部分依次列出相应的表达式。同样的，列出顺

序与实际输出顺序必须保持一致。

在示例中，要求额外输出最终选取物品的下标集合。
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轁輮輳輮輲 变量定义

在 COPDL中，使用如下语句定义输入变量或中间变量：

<标识符> of <类型>

轁輮輳輮輲輮輱 标识符

变量的标识符是由一系列字母（区分大小写）、数字及下划线组成的字符串，且

必须以字母开头。一些保留字不可以作为标识符，包括：

int, real, bool, char, function, of, in, true, false,

and, or, not, xor, mod, if, else, forall, exists,

summation, product, count, min, max, minimize, maximize

为避免冲突，目标程序语言（轃輯轃輫輫輯轊轡轶轡等）的保留字亦不可使用，如 return，main
等。

轁輮輳輮輲輮輲 类型

COPDL支持三种基本类型和两种复合类型。

基本类型包括：整型 int，实型 real，布尔型 bool。可对基本类型的取值范围做

限定：假设基本类型为 𝑇，取值范围在 𝑙𝑏至 𝑢𝑏之间，则可表示为 T in [lb,ub]。若

取值范围的某一侧没有限制，可以用 ?表示。

复合类型包括：

• 数组：元素类型为 T的数组可表示为 T[]，例如：整型数组 int[]，二维布尔
型数组 bool[][]。若需要限定数组下标的范围在 𝑙𝑖 至 𝑢𝑖 之间，则可表示为

T[li∼ui]。同样可以用 ?表示某一侧没有限制。
• 集合：元素类型为 T的集合可表示为 T{}。集合元素无序且不相同。

轁輮輳輮輲輮輳 变量定义示例

以下是一些常见的变量类型定义：

// 整型变量

i of int

// 限定取值范围的整型变量

n of int in [1,10^5]

// 整型数组

a of int[]
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// 限定下标范围的整型数组（范围可以是表达式）

b of int[1∼2*n]
// 限定下标范围及各元素取值范围的整型数组

c of (int in [1,10^6])[1∼100]
// 多维数组，各维下标范围不同

d of (int in [1,100])[0∼100][-5∼5]
// 整型集合

s of int{}

// 限定元素取值范围的整型集合

t of (int in [1,n]){}

轁輮輳輮輳 基本运算

COPDL支持基本类型上的各种数学运算符，按照优先级从高到低为：

1. 括号 ()
2. 幂运算 ˆ
3. 乘 *，除 /，取余 mod
4. 加 +，减 -
5. 类型判断 of，取值范围判断 in
6. 非 not，与 and
7. 或 or，异或 xor
8. 比较符号：=，!=，>，<，>=，<=

轁輮輳輮輴 复合运算

针对复合类型，COPDL内置如下运算：

• 元素选择：数组元素选择 []。优先级仅次于括号。示例：a[5]，a[i+1]，其中
a是一个数组或元组，元组中元素编号从1开始。

• 集合运算：交 *，并 +，差 -，优先级与相同符号的基本运算一致。
• 集合比较：相等 =，不等 !=，被真包含 >，真包含 <，被包含 >=，包含 <=，优
先级同比较符号。

• 属于运算 in，优先级同比较符号。表达式 e in C 返回一个bool值，表示集合

类型变量 C中是否存在元素 e。

• 聚集运算：连加 summation()，连乘 product()，统计数量 count()，最大值
max()，最小值 min()。这些运算的参数可以是数组或集合。例如：summation(a)
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计算数组 a所有元素之和，max(s)得到集合 s中的最大元素。

轁輮輳輮輵 量词

COPDL支持一阶谓词逻辑中的两个量词 ∃ 和 ∀。对于存在量词 ∃，由于 COPDL

本身的约束关系本质上就是表示“存在”，因此不再提供额外支持。对于全称量词 ∀，
提供了相应的 forall表达式。

轁輮輳輮輵輮輱 全称量词 ∀

全称量词表达式语法：

[<表达式> : forall (<变量列表 v1,v2,...>) (<bool表达式>)]

该语句枚举所有满足后面 bool表达式的变量取值组合，分别带入前面的表达式得到每
个元素值，所有元素构成最终的数组。如果变量列表只有一个变量，可以省略括号。

示例：选取数组 a中所有下标属于集合 s的元素。

[ a[i] : forall i (i in s) ]

轁輮輳輮輶 特殊约束关系

在 #required部分，COPDL提供了两种特殊的约束语句来简化描述，并为其提供

了针对性的优化。

轁輮輳輮輶輮輱 车软轲轡转转约束

对于一系列形式相似的约束，可用 forall约束来描述。语法：

<bool表达式> : forall (<变量列表 v1,v2,...>) (<bool表达式>)

该语句枚举所有满足后面 bool 表达式的变量取值组合，分别带入前面的 bool 表达式
得到一组约束。注意：与全称量词生成数组的语法基本相似，区别是最外层没有方括

号輐轛 轝輑且最前面的表达式是 轢软软转类型的。
示例1：要求数组 a中元素单调递增。

a[i] < a[i+1] : forall i ( 1 <= i and i < N )

注意：若变量列表中的变量取值范围可直接由上下文推断而无须额外约束，车软轲轡转转
后面的 轢软软转表达式可以省略。上例可简写成：

a[i] < a[i+1] : forall i
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示例2：要求数组 a中元素两两不同。

a[i] != a[j] : forall (i, j) (i != j)

轁輮輳輮輶輮輲 轡转转轤轩輛约束

若要求一个数组内元素互不相同，可使用 alldiff约束描述，语法：

alldiff <数组表达式>

其中数组表达式可以是一个数组变量，或是一个由全称量词生成的数组。

示例：

alldiff a

alldiff [ a[i] : forall i (i in s) ]

第一个约束是数组 a中元素互不相同，第二个约束是数组 a中下标属于集合 s的元素
互不相同。

轁輮輴 常见错误

本章收集了以往用户在使用过程中遇到的一些典型错误、可能的原因以及解决办

法，供参考。

轁輮輴輮輱 编译错误 轃软轭轰轩转轥 轅轲轲软轲

编译错误可分为四类：语法错误、输出错误、类型错误和语义错误。

轁輮輴輮輱輮輱 语法错误

编译信息为：

Parse Error!

Encountered ... at line X, column Y.

...

遇到此类错误，请仔细检查 X行 Y列附近的语句是否符合语法。

轁輮輴輮輱輮輲 输出错误

编译信息为：

No Output Error!

这由于同时缺失了 #objective和 #output部分，导致程序无输出结果。
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轁輮輴輮輱輮輳 类型错误

编译信息为：

Type Error!

...

造成此类错误的原因是子表达式的类型不符合操作符的要求。请检查各表达式是否正

确。

轁輮輴輮輱輮輴 语义错误

编译信息为：

Cannot be enumerated!

Unbounded variables: ...

导致此类错误的原因一般是缺少了对列出变量取值范围的必要限制，或取值范围设置

错误。可通过加强/修正变量取值范围来解决。注意：有时变量名错误也有可能产生此
类错误。

轁輮輴輮輲 其他错误

其他错误包括答案错误（Wrong Answer），超时（Time Limit Exceeded）等，错误
原因一般是 COPDL描述与题意不完全相符。建议解决步骤：

1. 检查对题意的理解是否正确；
2. 检查是否遗漏某些重要约束条件；
3. 检查 COPDL描述细节是否有误。

以下列举了 COPDL描述细节的常见错误，在检查第三步时可以重点关注：

• 变量取值范围缺失或错误
• 变量名不一致
• 比较符号错误，例如“<=”写成“<”
• 输入/输出顺序与题目要求不符
此外，还可以将生成的程序拷贝到本地运行，利用样例输入输出来定位错误。
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附录 轂 基础课程期末试题数据集信息及 COPDL2C有效
性测试结果

本附录列出了由北京大学大一、大二计算机专业的程序设计和算法分析类基础

课程在 2018–2019 学年及 2019–2020 学年的所有 49 道期末上机考试题组成的数据
集。该数据集被用于验证未优化的 COPDL2C 的有效性（本文第三章）以及优化过

的 COPDL2C的有效性（本文第四章）。

数据集中试题来源于三门课程各两次的期末上机考试题，包括计算概论 A（2018
年秋季学期，2019 年秋季学期），程序设计实习（2019 年春季学期，2020 年春季学
期），以及数据结构与算法 A（2018 年秋季学期，2019 年秋季学期）。各课程期末上
机考试中使用的试题列表及 COPDL2C（未优化/已优化）在这些问题上的求解表现参
见表 B.1–B.6。各表中的三种有效性测试结果标记含义如下：

• “
√
”完全通过：生成的求解程序能够完全通过所有测试数据；

• “©”部分通过：生成的求解程序因求解效率不够高效，仅能通过部分小规模
测试数据；

• “×”无法表达：无法使用 COPDL描述试题，原因是试题本身非组合优化问题

或包含 COPDL 语法暂不支持的复杂元素（输出格式、字符串操作、过程控制

等）。

轂輮輱 计算概论 轁课程期末上机考试题详情及实验结果

表 B.1和表 B.2分别列出了计算概论 A课程在 2018年秋季学期和 2019年秋季学
期的两次期末上机考试试题列表及实验结果。两次上机考试在 OpenJudge平台上的公
开访问链接分别为 http://ica.openjudge.cn/2018winter/ 以及 http://ica.open

judge.cn/2019winter/。

轂輮輲 程序设计实习课程期末上机考试题详情及实验结果

表 B.3 和表 B.4 分别列出了程序设计实习课程在 2019 年春季学期和 2020 年春
季学期的两次期末上机考试试题列表及实验结果。两次上机考试在 OpenJudge平台上
的公开访问链接分别为 http://cxsjsx.openjudge.cn/2019finalexam/ 以及 http:

//cxsjsx.openjudge.cn/2020finalexam/。
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表 B.1 计算概论 A（2018年秋）期末试题列表及有效性测试结果

编号 题目名 未优化 已优化

1 集体照
√ √

2 石头剪刀布
√ √

3 侃侃而谈的四位朋友
√ √

4 护林员盖房子
√ √

5 垂直直方图 × ×
6 最佳凑单

√ √

7 分成互质组
√ √

8 佳佳的筷子 © √

表 B.2 计算概论 A（2019年秋）期末试题列表及有效性测试结果

编号 题目名 未优化 已优化

1 整数序列的元素最大跨度值
√ √

2 与 7无关的数
√ √

3 好人坏人
√ √

4 谁能拿到最多的硬币
√ √

5 错误探测
√ √

6 循环数
√ √

7 小游戏 © √

8 最大子矩阵
√ √

9 采药 © √

表 B.3 程序设计实习（2019年春）期末试题列表及有效性测试结果

编号 题目名 未优化 已优化

1 错误探测
√ √

2 移动办公 © √

3 重启系统
√ √

4 苹果消消乐 © √

5 课程小作业 © √

6 宝藏 © √

7 课程表
√ √

8 密室逃脱 © √

9 控制公司
√ √

10 冠军之路 © ©
11 他和他的猫 © ©
12 多连块拼图 × ×
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表 B.4 程序设计实习（2020年春）期末试题列表及有效性测试结果

编号 题目名 未优化 已优化

1 矩形数量
√ √

2 邮票收集 © √

3 田忌赛马
√ √

4 漫漫回国路 © √

5 Project Summer © √

6 物资打包
√ √

7 删除数字 © √

8 最长的环 © ©

轂輮輳 数据结构与算法 轁课程期末上机考试题详情及实验结果
表 B.5 和表 B.6 分别列出了数据结构与算法 A 课程在 2018 年秋季学期和 2019

年秋季学期的两次期末上机考试试题列表及实验结果。两次上机考试在 OpenJudge平
台上的公开访问链接分别为 http://dsa.openjudge.cn/final20181223/以及 http:

//dsa.openjudge.cn/final2019/。

表 B.5 数据结构与算法 A（2018年秋）期末试题列表及有效性测试结果

编号 题目名 未优化 已优化

1 词典 × ×
2 Field Reduction © √

3 Ultra-QuickSort × ×
4 表达式·表达式·表达式求值 × ×
5 Angry Cows © √

6 广告计划 © ©

表 B.6 数据结构与算法 A（2019年秋）期末试题列表及有效性测试结果

编号 题目名 未优化 已优化

1 Huffman编码树 × ×
2 宗教信仰 © √

3 舰队、海域出击！ © ©
4 现代艺术 © ©
5 越野滑雪 © √

6 寻找匹配 × ×
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附录 轃 包含 輴輰个用自然语言描述的组合优化问题的数
据集

本附录列出了包含 40 个用自然语言描述的组合优化问题的数据集详细内容，包
括来源于大学本科一、二年级程序设计类与算法设计类课程例题、作业与测试的 33个
问题，以及 7个来源于MiniZinc教程或标准测试集的问题。

轃輮輱 来源于课程例题、作业与测试的 輳輳个问题的自然语言描述
表 C.1列出了来源于课程例题、作业与测试的 33个问题的自然语言描述。

表 C.1 来源于课程例题、作业与测试的 33个问题的自然语言描述

编号 题目名 题目描述

1 最大公约数 Given A and B. Find the greatest D which is a common
divisor of both A and B.

2 最小公倍数 Given A and B. Find the least positiveMwhich is a common
multiple of both A and B.

3 鸡兔同笼 In the yard were C chickens and R rabbits. Each chicken
has one head and two legs. Each rabbit has one head and
four legs. There are total 27 heads and 86 legs in the yard.
Calculate C and R.

4 哥德巴赫猜想 Given the sum of prime A and prime B, find A and B.

5 最大序列乘积 Find a sequence of M positive numbers with the maximum
product, while the sum of them is N.

6 同余问题 Given A and B. Find the smallest X that X is greater than 1
and A modulo X equals to B modulo X.

7 分苹果 There are N children. Each child has a positive number, and
the numbers are different from each other. Given the sum
of all numbers of children. Find a possible assignment.

135



北京大学博士研究生学位论文

续表 C.1 来源于课程例题、作业与测试的 33个问题的自然语言描述

编号 题目名 题目描述

8 和为 K Given a sequence of N numbers. Find different numbers A
and B in the sequence so that the sum of A and B equals to
K.

9 不超过 K的最大和 Given N numbers, find two different numbers from them
such that the sum of the two numbers is maximum but not
exceeding K.

10 附近最大的城市 There are N cities, the length of edges between cities is
given. Please find the city with the largest index id satisfying
that there exisits a path between city 1 and city id and the
length of this path is no more than K.

11 金币问题 There are N kinds of coins. Each kind of coins has a value V
and a weight W. Tony wants to go traveling. Unfortunately,
he can only carry coins of which the total weight is not
greater than K. How much total value of coins can he carry
at most?

12 重复的数 Given a sequence of N numbers, find a number A that the
count of A in the sequence is at least two.

13 信使问题 There are N nodes in the graph. Given the length of edges
between the nodes, find the shortest path of size N and the
nodes in the path are all different.

14 团队合作 There are N candidates. Each candidate has a cooperation
value and a working value. Select a subset of candidates
to form a team, such that the sum of cooperation values is
positive and the sum of working values is maximum.

15 不定方程 Given A, B and C. Find X and Y so that A times X plus B
times Y equals to C.
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续表 C.1 来源于课程例题、作业与测试的 33个问题的自然语言描述

编号 题目名 题目描述

16 3或 5的倍数 How many positive integers are there which is less than N
and is a multiple of 3 or a multiple of 5.

17 约数和倍数 Given D and M. D is the divisor of both A and B, while M
is the multiple of both A and B. Find A and B.

18 序列搜索 Given a sequence S of N numbers. Find the least index id
so that S[id] equals to K.

19 最接近的数 Given a sequence of N number and K. Find the nearest
number X in the sequence that the absolute value of (X
minus K) is minimum.

20 众数 Given a sequence of N number. Find the mode M in the
sequence so that the number of M’s appear in the sequence
is maximum.

21 和数 Given a sequence of N number. How many numbers in the
sequence are there which equal to the sum of two different
numbers in the sequence.

22 约数问题 Find the minimum positive number A, so that both A and
(M minus A) are divisors of N.

23 恰好相等 Find a subset of N numbers. The sum of the numbers in the
subset is exactly equal to T.

24 糖果问题 There are N bags. Each bag has some candies. You can
take some of the bags. the total number of candies in these
bags should be a multiple of K because you want to divide
the candies equally between K friends. How many candies
can you take at most?

25 逆序对 Given a sequence S of N numbers. How many pairs of
indexes I and J are there satisfying that I is less than J and
S[i] is greater than S[J]?
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续表 C.1 来源于课程例题、作业与测试的 33个问题的自然语言描述

编号 题目名 题目描述

26 判断是否为树 Given edges of a graph with N nodes. Check whether it is a
tree.

27 旅行开销 There are N cities in the graph. Given the length and the cost
of each edge. Find path from city 1 to city N. The length of
the path should be shortest and the cost of it should be less
than M.

28 股票买卖 Given the predictive stock prices P of N days. Find two days
I and J to buy and sell the stock. I is less than J and (P[J]
minus P[I]) should be maximum.

29 回家 There are N cities in the graph. Given the edges between
the cities. Can you find a path from city 1 to city N?

30 判断质数 Is the given N a prime number?

31 最小质数 Find a minimum prime which is greater than N.

32 出现奇数次 Given a sequence of N numbers. Find X that the number of
X’s in the sequence is odd.

33 找不同的数 Select some ofN values. The selected values are all different
and the number of the selected values is maximum.

轃輮輲 来源于轍轩轮轩轚轩轮轣教程或标准测试集的 輷个问题的自然语言描述
表 C.2列出了来源于MiniZinc教程或标准测试集的 7个问题的自然语言描述。
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表 C.2 来源于MiniZinc教程或标准测试集的 7个问题的自然语言描述

编号 题目名 题目描述

34 地图着色 Given edges of a graph with N nodes. There are three colors
that can be used for coloring nodes. Determine the color of
each node so that the colors of nodes of each edge should
be different.

35 杂货店问题 Find the prices of 4 items so that the sum of prices is 711
and the product of prices is 711000000. The prices of items
are in ascending order.

36 魔幻序列 Find a sequence of N numbers. Each number is equal to the
count of (its index minus 1) in the sequence.

37 0/1背包问题 Given the weights and values of N items, put a subset of
items into a knapsack of capacity C to get the maximum
total value in the knapsack. The total weight of items in the
knapsack does not exceed C.

38 蛋糕烘培 A banana cake takes 250 flour, 2 bananas, 75 sugar and 100
butter, and a chocolate cake takes 200 flour, 75 cocoa, 150
sugar and 150 butter. The profit of a chocolate cake is 45
and the profit of a banana cake is 40. And we have 4000
flour, 6 bananas, 2000 sugar, 500 butter and 500 cocoa. The
question is how many of chocolate cakes and banana cakes
we should bake for the fete to maximize the total profit.

39 N皇后 Determine the columns where N queens should be placed.
Each column should be greater than or equal to 1 and less
than or equal to N. Columns should be all different. For
each column, the sum of its value and its index should be
not equal to that of any other column; the difference of its
value and its index should be not equal to that of any other
column.

40 最短路 There is a graph with N nodes. Given the length of each
edge between the nodes, find the shortest path from S to E.
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个人简历及博士期间研究成果

个人简历

林舒，男，1990年 7月出生于福建省福州市。从中学开始接触编程，曾在全国青
少年信息学奥林匹克竞赛上（NOI）获得二等奖，并因此于 2009年保送进入北京大学
信息科学技术学院学习。2013年获得计算机科学与技术专业理学学士学位后，继续在
北京大学信息科学技术学院攻读计算机软件与理论专业博士学位至今。

发表论文

• 轓轨轵 轌轩轮, Na Meng, Wenxin Li (2021). “Generating Efficient Solvers from Constraint

Models”. Twenty-Ninth ACM Joint European Software Engineering Conference and
Symposium on the Foundations of Software Engineering (ESEC/FSE’21), Athens,
Greece. （软件工程领域 CCF A类会议，已接收）
论文内容与 COPDL 语言的设计和实现（本文第三章）以及求解算法自动优化

（本文第四章）相关。

• 轓轨轵 轌轩轮, Na Meng, Wenxin Li (2019). “Optimizing Constraint Solving via Dynamic

Programming”. Twenty-Eighth International Joint Conference on Artificial Intelli-
gence (ĲCAI’19), Macao, China. （人工智能领域 CCF A类会议，已发表）
论文内容与动态规划优化在约束求解上的应用（本文第四章）相关。

• 轓轨轵 轌轩轮, Na Meng, Dennis Kafura, Wenxin Li (2021). “PDL: Scaffolding Problem

Solving in Programming Courses”. Twenty-Sixth Annual Conference on Innovation
and Technology in Computer Science Education (ITiCSE’21), Paderborn, Germany.
（计算机教育类顶级会议，已接收）

论文内容与 COPDL语言在编程课程教学上的应用（本文第五章）相关。

参与科研项目

• 非完全信息条件下的博弈决策（科技创新 2030——“新一代人工智能”重大项
目，项目号：2018AAA01009）。主要研究问题建模，并发表一篇相关论文。

• 北京大学、腾讯公司“青少年编程教育”项目。主要研究并提出基于问题建模
的新教学方法，参与课程设计、平台建设，并发表一篇相关论文。
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• 基于国家高性能计算环境的HPC教育实验平台 2.0（国家重点研发计划项目，项
目号：2018YFB0204100）。主要参与教育实践平台设计和建设。

• 面向全流程智慧健康管理决策的多源异构大数据融合方法研究（国家自然科学
基金重点项目，项目号：91646202）。主要研究约束求解优化算法，并发表一
篇相关论文。

• 基于国家高性能计算环境的教育实践平台（国家重点研发计划项目，项目号：
2016YFB0201900）。主要参与教育实践平台设计和建设。

已登记软件著作权

• 周昊宇, 林舒, 张勤健, 李文新, 余华山. 临湖草堂·并行程序评测题库平台. 登记
号：2017SR688148. 2017年 10月.

获得奖励

• 北大天网-明略科技创新奖学金（2019）
• 北大天网-搜狐研发奖学金（2015）
• 研究生专项奖学金（2015）

参与校内外工作

• 自 2014 年起担任 CCF NOI 科学委员会学生委员，参与中学生程序设计竞赛
（NOIP，NOI）的命题工作。

• 自 2013年至 2017年担任北京大学程序设计竞赛命题组组长。
• 曾担任北京大学多门课程的助教，包括：《游戏AI中的算法》《通用人工智能和
非公理推理系统》《算法设计与分析》《数据结构与算法》《计算机系统导论》《程

序设计实习》。
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致谢

我于 2013 年在北京大学获得学士学位后，选择保送本校研究生继续深造，并于
2015年由硕士转为博士。今年，已是我研究生生涯的第八年，同时也是进入实验室的
第十年和在北大生活的第十二年。在攻读博士学位期间，我经历过诸多困难，包括初

期选题的迷茫，中期论文的屡投不中，以及后期因疫情等原因造成的种种不顺，直到

今天，总算取得了较为满意的研究成果。在这过程中，我从一个只是单向汲取知识的

学习者，逐渐蜕变为有独立思考、创造和实践能力的学术研究者，并在自己感兴趣的

研究领域中有所建树，为未来从事科研工作奠定了坚实的基础。

回望这八年的研究生生涯，帮助过我的老师、同学、亲人、朋友有太多太多。

我首先要衷心感谢我的导师李文新老师。从本科生阶段开始，李老师指引我逐步

完成了问题提出、理论推导、工程实践、文献检索、实验设计、论文写作投稿等研究

工作中的各个环节，并全力支持我参加各相关领域顶级会议以及各类学术交流，拓宽

了我的研究思路，也让我积累了许多经验和自信。同时，李老师也教会了我许多学术

道路甚至是人生道路上的哲理，帮助我成为一名优秀的科研工作者。

感谢孟娜老师。孟老师在我的论文投稿过程中，对我研究工作的方法改进、理论

总结、实验设计、论文写作等方面上给予耐心指导，并在 2019年春季支持我到美国弗
吉尼亚理工大学进行短期交流，让我体验到了不同的学术环境和氛围。

感谢熊英飞老师。熊老师在我研究过程的前期和中期，对研究中的语言设计、方

法总结、相关工作收集等方面提供了大量的指导和帮助，让我明确了研究工作的主攻

方向。

感谢许卓群老师。许老师在我一开始选择博士阶段研究方向的时候，认真听取我

的想法并仔细分析可行性和创新性，为我研究工作的后续开展打下坚实的基础。感谢

王千祥老师、陈一峯老师、金芝老师在研究工作初期的理论和实践上提供了许多研究

思路和方向。同样感谢陈向群老师、邓小铁老师、张铭老师、张世琨老师、郭耀老师、

罗国杰老师、周明辉老师、汪小林老师、罗英伟老师，各位老师参与了我的综合考试、

论文选题、预答辩等研究生阶段的各个关键环节，并提出了许多宝贵的建设性修改意

见。

感谢张勤健师兄和杜仲轩师兄在北京大学程序在线评测平台（POJ 以及 Open-
Judge）的设计和实现上作出的巨大贡献。两位师兄带着我从入门到精通，逐渐熟悉
整个在线评测平台的架构和运行流程，并帮助我搭建了本文所需的实验环境。感谢张

海峰师兄同时也是三年室友。通过学习和研究师兄推荐的博弈、强化学习等课程，夯
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实了我的理论基础，也丰富了我的研究方法，此外，师兄也在我今后的学术道路规划

上提供了许多建议和帮助。感谢鲁云龙师弟在我的博士预答辩和答辩过程中协助我整

理反馈信息，为我修改和完善博士论文提供了诸多便利。

还要感谢人工智能实验室的其他各位师兄弟姐妹们，包括许国雄师兄、黄贝宁师

兄、刘石磊师兄、郑何师兄、洪星星师兄、叶亚鹏、倪燎、周昊宇、张艺、王政飞、

王鑫超、周昱杉、李昂、汪永毅。虽然主要研究方向有所不同，但在每周组会的相互

学习和交流过程中，伙伴们给予了我许多新的启发。同时，与实验室的伙伴们一同参

加 LAB杯比赛、网络所年会等活动的经历，也是我博士生涯的一块重要组件。
最后，感谢我的家人，特别是我的妻子郑杰。她一如既往地在生活上和精神上给

予我莫大的支持和鼓励，是我在攻读博士学位道路上最坚强的后盾。
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